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1. PENDAHULUAN

1. 1. Artiistilah analisis runtun waktu

Analisis runtun waktu diterlemahkan dari
bahasa Inggris: time series analysis, yang berarti
menyangkut deret waktu. Yang dimaksud dengan
deret waktu adalah deretan nilai-nilai (harga atau
angka) yang berjajar pada sumbu waktu dan
dipisahkan oleh interval waktu tertentu. Interval
waktu ini dikenal sebagai interval cuplik atau waktu
cuplik (sampling interval atau sampling time) Ts.
Banyak deret angka perdetik, yaitu f; =1/T dikenal

sebagai laju cuplik atau frekuensi cuplik (sampling
rate atau sampling frequency).

Contoh deret waktu yang paling menonjol
adalah sinyal digital. Pada umumnya secara alami
sinyal merupakan  fungsi waktu analog.
Penggunaan computer digital yang tak dapat
dihindari dalam proses pengolahan data
menyebabkan data atau sinyal harus berbentuk

digital. Sinyal analog dapat didigitalkan dengan



menggunakan analog to digital converter (ADC).
Pada saat ini rekaman data umumnya sudah dalam
bentuk digital.

Data atau sinyal biasanya mengandung
derau atau gangguan (noise). Gangguan ini dapat
berupa gangguan yang diketahui bentuknya dan
ada pula yang bersifat rawak (random). Untuk
mendapatkan informasi yang sebanyak-banyaknya
dari suatu data/sinyal, data/sinyal tersebut harus
dianalisis dan diproses dengan computer
(data/sinyal harus didigitalkan dulu). Oleh karena
itu Analisis Runtun Waktu dapat mempunyai istilah
lain yaitu Analisis Sinyal Digital atau Pemrosesan
Sinyal Digital (digital signal analysis atau digital
signal processing atau digital data processing).

1. 2. Sejarah perkembangan pengolahan sinyal

Pengolahan sinyal semula dipergunakan di
lapangan komunikasi, vyaitu di bidang teori
komunikasi. Aplikasinya kemudian berkembang
sangat pesat untuk pengolahan data yang berasal
dari eksplorasi seismik yang biasa dipergunakan

untuk mencari minyak bumi (Pada tahun 70-an,
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salah satu matakuliah pokok pada Program Studi

Geofisika adalah Teori Komunikasi).

Kenapa pengolahan sinyal berkembang di
dunia komunikasi? Komunikasi adalah perpindahan
informasi dari satu tempat ke tempat yang lain.
Sistem komunikasi terdiri dari 3 unsur pokok, yakni
Pengirim, Saluran dan Penerima. Hal yang tak
diingini tetapi selalu menyertai sistem komunikasi
adalah noise yang masuk pada saluran. Sistem
Komunikasi  dikatakan  baik  apabila laju
informasinya besar di samping informasinya
selamat. Usaha-usaha yang dapat dilakukan untuk
memperbaiki sistem komunikasi terutama supaya
informasinya selamat., yaitu:

1. Yang menyangkut pengiriman yaitu:
membedakan pesan-pesan dengan jelas satu
sama lain, memperlambat laju pesan,
memperkecil jumlah pesan, dan mengkodekan
pesan-pesan

2. Yang menyangkut saluran yaitu: memperbesar
signal to noise ratio, memindah saluran

(frequency modulation), menjadwal alokasi

3



saluran (time multiplexing), dan tidak melampaui
kapasitas saluran.

. Yang menyangkut penerimaan yaitu
meningkatkan kemampuan atau kepandaian
penerima.

Kemampuan/kepandaian yang harus
ditingkatkan adalah:

. Daya Korelasi, yakni kemampuan untuk
menghubungkan  hal-hal yang  mungkin
berkaitan satu sama lain.

. Daya pisahffilter, yakni kemampuan untuk
memisahkan hal-hal yang penting dan tidak
penting, yang perlu dan tidak perlu dan
sebagainya.

. Daya ingat atau memori, yakni kemampuan
untuk mengingat pesan/informasi yang telah
diterima.

. Daya analisis, yakni kemampuan untuk
menganalisis masalah dengan menggunakan
iimu-ilmu lain seperti fisika, matematika, dan
lain-lainnya untuk memecahkan masalah

tersebut.



Usaha-usaha yang menyangkut penerimaan
itulah yang kemudian berkembang dengan pesat
dalam teori komunikasi. Pertama sekali yang
berkembang pesat adalah yang berkaitan dengan
daya pisah yaitu teori filter. Sebelum computer
digital berkembang seperti yang sekarang ini, untuk
kepentingan komunikasi ini telah dikembangkan
filter-filter analog yang secara fisis mempunyai
wujud (hardware). Kesukaran akan dihadapi untuk
mewujudkan filter yang cukup kompleks. Bahkan
perkembangan computer analog pun tidak banyak
membantu untuk mengatasi persoalan tersebut.
Persoalan ini akhirnya dapat diatasi sejalan dengan
perkembangan penggunaan computer digital
seperti yang sekarang ini. Dengan perkembangan
computer digital ini, disamping daya pisah, daya
lain yaitu daya korelasi, daya ingat (memori), dan
daya analisis sistem penerima dalam komunikasi
juga dapat ditingkatkan dengan cepat. Sistem
komunikasi pada saat ini telah berkembang luar

biasa cepat yang kesemuanya serba digital.
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1. 3. Ruang lingkup analisis runtun waktu
Mempelajari Analisis Runtun Waktu dimulai
dengan mengenal pengertian kata “sistem”
terutama yang berkaitan dengan “sistem fisis”, yang
dibatasi pada sistem-sistem yang linier, menentu,
tak atisipatif, dan tak berubah waktu. Yang
mendasari  Analisis Runtun Waktu adalah
hubungan antara masukan (input) dan keluaran
(output) dengan sistem itu sendiri yang biasanya
diwakili oleh tanggapan impulsnya yang merupakan
fungsi waktu. Bila tanggapan impuls ini selain
fungsi waktu juga merupakan fungsi tempat
biasanya dikenal sebagai Fungsi Green. Hubungan
tersebut di atas adalah output = input
dikonvolusikan dengan tanggapan impuls (integral
konvolusi antara input dan tanggapan impuls), yang

secara matematis dituliskan sebagai:

o0

y (1) =x(t)*h(t) = [x(D)ht-2)d2 (1.1
dengan y(t) adalah output,ii(t) adalah input dan h(t)

adalah tanggapan impuls sistem. Ini adalah



hubungan input-output suatu sistem dalam
kawasan waktu (time domain).

Dalam bidang fisika dan teknik, hubungan
input-output suatu sistem dapat pula dinyatakan
dalam kawasan frekuensi kompleks
(s=jo=j2xf),yaitu:

Y(s)=X(s) x H(s) (1.2)

dengan Y(s), X(s), dan H(s) adalah transformasi
Laplace dari y(t), x(t) dan h(t).

Sedang dalam bidang komunikasi dan
pengolahan data, hubungan input-output biasanya
dapat dinyatakan dalam kawasan frekuensi f.
Hubungan tersebut adalah :

Y(f)=X(f)xH(f) (1.3)

dengan Y(f), X(f), dan H(f) adalah transformasi
Fourier dari y(t), x(t) dan h(t). Jadi pada dasarnya
transformasi Fourier adalah setara dengan
transformasi Laplace.

Dalam ilmu fisika dan tehnik, H(s) dan/atau

H(f) dikenal sebagai fungsi pindah (transfer
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function). Fungsi pindah H dalam kawasan
frekwensi f lebih mudah dipahami dari pada dalam
kawasan frekwensi kompleks s, sehingga pada
saat ini penggunaan H(f) (transformasi Fourier)
lebih  dominan dari pada H(s) (transformasi
Laplace). Dengan demikian transformasi Fourier
akan memegang peran yang sangat penting dalam
Analisis Runtun Waktu.

Analisis Runtun waktu menyangkut sinyal
digital, sehingga transformasi Fourier digital perlu
dipelajari secara khusus. Kebetulan dalam
komputasi  matematik telah  dikembangkan
algoritma untuk  menyelesaikan transformasi
Fourier digital yang sangat berguna yaitu
Transformasi  Fourier Cepat (Fast Fourier
Transform atau FFT). Dengan menggunakan FFT
ini, hubungan input-output sistem akan dapat
diselesaikan oleh komputer jauh lebih cepat dari
pada waktu yang diperlukan komputer untuk
menyelesaikan problem yang sama, tapi dalam
kawasan waktu (integral konvolusi). Oleh karena itu

penggunaan FFT menjadi sangat biasa dalam
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Analisis Runtun Waktu atau pengolahan sinyal
digital.

Ada transformasi matematik sederhana yang
mirip dan setara dengan transformasi Fourier digital
yang dikenal sebagai Transformasi z. Dalam
kawasan z ini hubungan input-output adalah:

Y(2)=X(z)xH(2) (1.4)

dengan Y(z), X(z), dan H(z) adalah output, input,
dan tanggapan impuls sistem dalam kawasan z.
Walaupun tidak seberdaya guna FFT, transformasi
z ini akan banyak dipakai dalam perancangan filter
rekursif, terutama yang menyangkut filter frekuensi
(misalnya filter Butterworth dan Chebysev) dan filter
inversi.

Karena ARW setara dengan pengolahan
sinyal digital, maka yang terpenting dari semua itu
ARW akan mempelajari cara-cara memperoleh
informasi yang sebanyak-banyaknya dari suatu
sinyal (digital atau yang didigitalkan). Sebagai
contoh sinyal adalah data seismik yang diperoleh

dari eksplorasi minyak bumi dengan metoda



seismik. Sinyal seismik tersebut, di samping
mengandung sinyal-sinyal gelombang pantul (berisi
informasi posisi dan sifat bidang pantul), juga
mengandung gangguan. Gangguan ini mungkin
bersifat rawak atau random (karena angin, pohon,
dsb) maupun bersifat tetap seperti ghost oleh
pantulan permukaan, reverberasi atau gaung oleh
lapisan air laut atau lapisan batuan, efek
gelembung (buble) pada sumber di dalam air dsb.
Untuk menghilangkan gangguan-gangguan
tersebut diperlukan tapis atau filter. Yang dimaksud
dengan filter tidak perlu mempunyai wujud fisis,
karena yang diperlukan dalam komputasinya
(dengan komputer) adalah tanggapan impuls filter
tersebut. Tanggapan impuls inilah yang harus dicari
dan dianalisis dengan menggunakan latar belakang
fisikka dan matematika yang berkaitan dengan
gangguan dan transformasi-transformasi tersebut di
atas yang pas dengan permasalahannya.

Dalam perancangan filter-filter digital
tersebut sering diperlukan/dipergunakan suatu

operasi matematik yang dikenal sebagai integral
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korelasi atau sering disebut sebagai “korelasi” saja.
Integral korelasi ini menyatakan seberapa besar
kerelasi antara 2 buah fungsi sebagai fungsi
pergeseran. Integral korelasi antara 2 fungsi waktu
f1(t) dan f,(t) adalah:

2 (t) = [ H,(2) ,(2+1) d2 (1.5)
Korelasi ada 2 jen}O;, yaitu kroskorelasi (2 fungsi
berbeda) dan otokorelasi (2 fungsi yang sama).
Dua fungsi dengan durasi terbatas yang sama tentu
akan mempunyai korelasi yang besar kalau
keduanya berimpit (pergeseran = 0) dan tidak
berkorelasi sama sekali (korelasi = 0) bila salah
satunya digeser cukup jauh. Sementara itu
otokorelasi sinyal periodik akan mempunyai nilai
yang periodik juga, karena setiap pergeseran
sebesar satu periode nilai otokorelasinya akan
sama dan berulang. Mengingat bentuk integral
korelasi mirip dengan integral konvolusi, maka
integral korelasi selalu dipelajari bersama dengan

integral konvolusi.
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2. OUTPUT SISTEM FISIS

2. 1. Pengertian sistem

Secara umum sistem didefinisikan sebagai
gabungan atau kombinasi unsur-unsur yang
tersusun secara tertentu sehingga suatu input atau
gangguan akan menyebabkan  tanggapan
(response) atau output yang karakteristik. Sistem
dapat berupa sistem social, ekonomi, masyarakat
dan sebagainya. Dalam sistem masyarakat
misalnya, unsur-unsur sistemnya dapat berupa
suku-suku (etnik), kelompok-kelompok agama, dan
sebagainya. Sistem masyarakat dengan suku dan
agama yang beragam tentu berbeda dengan sistem
masyarakat dengan satu suku dan satu agama.
Suatu ganggguan yang sama pada kedua sistem
masyarakat ini tentu akan menghasilkan respon
yang berbeda, sesuai dengan karakternya
(karakteristik). Unsur-unsur sistem masyarakat
tentu akan jauh lebih banyak dari sekedar 2 unsur

tersebut.
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Khusus disini, yang menarik tentu bukan
sistem-sistem social dan ekonomi, melainkan
sistem dalam bidang fisika atau teknik, yaitu sistem
fisis. Unsur-unsur penyusun sistem fisis dapat
berwujud seperti kapasitor, resistor, koil, massa,
pegas, dan sebagainya dan dapat secara fisis tidak
berwujud, misalnya entropi, saluran, indeks unjuk
kerja, dan sebagainya. Contoh sederhana sistem
adalah filter lolos frekuensi tinggi dan
filter lolos frekuensi rendah. Keduanya adalah
sistem elektronika yang unsur-unsurnya adalah
sama yaitu resistor dan kapasitor, tetapi
susunannya yang berbeda (gambar 2.1). Karena
susunannya berbeda input yang sama (misal fungsi

kotak) akan menghasilkan output yang berbeda.

Filter lolos frekuensi tinggl Filter lolos frekuensi rendah

no T

Gambar 2.1 Filter lolos frekuensi tinggi dan filter
lolos frekuensi rendah beserta outputnya bila ada
input berbentuk fungsi kotak.
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Filter lolos frekuensi tinggi dapat dipakai
sebagai diferensiator, bila harga RC nya kecil.
Sedang filter lolos frekuensi rendah dapat dipakai
sebagai integrator bila harga RC nya besar.
Idealnya bila ada input berupa fungsi kotak
diferensiator dan integrator akan mempunyai output
seperti yang terlihat pada gambar 2.2.

Input Output difersnsiztor Dutput mtegrator
} } : |

Gambar 2.2 Out put diferensiator dan integrator
bila ada input berupa fungsi kotak

Apabila pada rangkaian R dan C yang
dipasang seri, dialiri arus i(t), maka pada ujung-

ujung resistor dan capasitor akan timbul tegangan
Vr(t) dan vc(t), sehingga berlaku: i(t):%vR(t)

dan i(t):C%. Dengan demikian dapat

dituliskan relasi:
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Ve (t) = % d \;Ct(t) (2.1)

Ini adalah persamaan diferensial orde satu, yang

dapat dipakai untuk menghitung output yang
terukur pada ujung-ujung resistor maupun
kapasitor. Oleh karena itu sistem fisis yang unsur-
unsurnya adalah R dan C yang dipasang seri dapat
digolongkan sebagai sistem orde satu.

Untuk lebih jelasnya, berikut ini akan
diberikan contoh lain, yaitu sistem mekanik yang
unsur-unsurnya adalah beban yang digantung
dengan pegas dan peredam seperti yang terlihat

pada gambar 2.3.

Gambar 2. 3 Sistem mekanik dengan Beban yang
digantung dengan pegas dan peredam
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Pada keadaan ini, apabila beban menyimpang
sejauh x dari keadaan setimbang akan berlaku
hubungan:

md—2X+c%+kx—0
dt*  dt (2.2)

dengan m adalah massa beban, c adalah konstanta
redaman, dan k adalah konstanta pegas.
Persamaan (2.2) adalah persamaan yang
menyatakan output sistem x yang merupakan
persamaan diferensial orde dua. Oleh karena itu
sistem beban, pegas, dan peredam dapat

digolongkan sebagai sistem orde dua.

2.2. Karakter sistem, tanggapan impuls, dan
tanggapan undak.

Karakter suatu sistem dapat dicari dari
susunan unsur-unsur yang ada di dalam sistem
tersebut. Untuk menentukan karakter sistem yang
unsur-unsur  penyusunnya sederhana secara
analitis matematis tidaklah sukar. Tetapi untuk
sistem yang unsur-unsur penyusunnya banyak dan

kompleks tentu akan sangat sulit.
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Cara yang lebih mudah untuk menentukan
karakter suatu sistem adalah dari hubungan input-
outputnya. Di depan dinyatakan bahwa setiap input
yang bekerja pada suatu sistem akan
menghasilkan output yang karakteristik. Ini berarti
setiap pasangan input-output dapat dipakai untuk
mengungkap karakter suatu sistem. Namun
demikian, orang tentu akan memilih hubungan
input-output yang sederhana dan yang aplikasinya
dapat digeneralisir. Hubungan input-output yang
umumnya dipakai adalah bila inputnya berupa
fungsi impuls (impulse function) dan fungsi undak
(step function atau heavy side function), sehingga
outputnya dapat dikatakan sebagai tanggapan
impuls dan tanggapan undak. Jadi tanggapan
impuls adalah output suatu sistem bila inputnya
berupa impuls. Sedang tanggapan undak adalah
output suatu sistem bila inputnya adalah fungsi
undak. Karena inputnya yang sudah jelas terdefinisi
yaitu fungsi impuls atau fungsi undak, maka yang

dipakai untuk mewakili karakter sistem pada

17



umumnya adalah tanggapan impulsnya atau
tanggapan undaknya.

Fungsi impuls adalah fungsi yang nilainya
ada hanya pada waktu sesaat yang sangat pendek.
Kalau itu adalah energi maka energi tersebut
dilepas pada waktu yang sangat singkat, misalnya
energi yang dilepas oleh ledakan (explosion),
pukulan (impact), benda jatuh, dan sebagainya.
Sedang fungsi undak adalah fungsi yang pada
suatu saat nilainya mendadak meloncat kesuatu
harga dan kemudian konstant, misalnya tegangan
yang semula dihubungkan dengan tanah kemudian
diputus dan dihubungkan ke aki dengan suatu
switch.

Fungsi impuls dan fungsi undak dapat
mempunyai harga atau magnitudo yang berbeda-
beda, maka yang dimaksud dengan fungsi impuls
dan fungsi undak adalah fungsi impuls satuan (unit
impulse function) dan fungsi undak satuan (unit

step function).
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Fungsi impuls satuan biasanya dikenal sebagai
fungsi delta atau fungsi diract, yang secara
matematis disimbulkan dengan:

f(t) = 5(t—t,) (2.4)
Fungsi ini berharga 0 kecuali pada saat t = tp yang
harganya mendekati tak berhingga, sehingga
dinyatakan dengan anak panah (gambar 2.4)

X

&(t—1g)

T

fo. t

Gambar 2.4 Fungsi impuls atau fungsi delta atau
fungsi direct
Sifat khas dan pokok fungsi impuls satuan dapat

dilihat pada harga integralnya

to+e
[s(t-t,)dt =1, untuk & 0 (2.5)

to-¢

Persamaan diatas dapat dituliskan dalam bentuk

yang lebih sederhana yaitu:
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Té(t—to)dt =1 (2.6)

Nilai integralnya sama dengan 1, sesuai dengan
namanya: fungsi impuls satuan.

Fungsi undak satuan (unit step function)
secara matematis biasanya disimbulkan dengan
f(t) = U(t — to). Fungsi ini mempunyai harga 0
untuk t < tp dan berharga 1 untuk t > to, sesuai
dengan namanya: fungsi undak satuan (gambar
2.5).

Gambar 2. 5 Fungsi undak satuan

Karena harganya yang tidak seimbang (terhadap t
= tp), fungsi undak biasanya juga disebut sebagai
fungsi berat sebelah (heavy-side function). Kalau
sifat pokok fungsi impuls satuan terletak pada

harga integralnya, maka pada fungsi undak satuan
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terletak pada harga diferensialnya (turunannya),
yaitu:

dU(t—t,)
dt (2.7)
Jadi turunan fungsi undak satuan adalah fungsi

= 5(t_to)

impuls satuan.

2. 3. Klasifikasi sistem
Berdasar sifat-sifatnya sistem fisis dapat
diklasifikasikan menjadi:

a. Sistem menentu (deterministic system), yaitu
bila untuk setiap input x(t) ada suatu output y(t)
yang unik (tertentu), tidak boleh tidak. Sebagai
lawannya tentu ada sistem tidak menentu
(nondeterministic system). Sistem tak menentu
masih menarik bila outputnya mempunyai sifat
statistis tertentu, yang berarti mempunyai
kebolehjadian yang tertentu. Sistem seperti ini
dikenal sebagai probabilistic system.

b. Sistem takantisipatif (nonanticipative system),
yaitu bila output sekarang tidak bergantung

pada input yang akan datang. Jadi output pada
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saat to, y(to) sepenuhnya hanya ditentukan oleh
input x(t) untuk t < to. Ini merupakan hubungan
sebab akibat yang normal. Sebagai lawannya
tentu ada sistim antisipatif, yang berarti sistem
sudah mempunyai output sebelum ada input
(hubungan sebab akibat yang tidak normal).
Sistem antisipatif mempunyai output yang
bersifat prediksi atau ramalan.

. Sistem terealisasikan (realizable system), yaitu
bila ada input x(t) yang real akan ada output y(t)
yang juga real. Lawannya yaitu sistem yang
takterealisasikan sulit dijelaskan dan dicarikan
contohnya.

. Sistem linear, yaitu bila input x;(t) memberikan
output yi(t), input x2(t) memberikan output y,(t),
input x3(t) memberikan output y;(t), maka input
X(t) = c1 xi(t) + c2 Xot) + c3 x3(t) akan
memberikan output y(t) = c; yi(t) + c2 ya(t) + c3
ys(t), dengan ci, c,, & c3 adalah constant. Hal ini
sesuai dengan prinsip superposisi. Untuk sistem

nonlinear, prinsip superposisi ini tidak berlaku.
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e. Sistem tak berubah waktu (time invariant
system), yaitu bila hubungan antara input dan
output tidak bergayut atau bergantung pada
waktu. Bila input x(t) memberikan output y(t),
maka input x (t-§) akan memberikan output y
(t-8).

2. 4. Menyatakan suatu fungsi dengan jumlahan

fungsi-fungsi impuls

Suatu fungsi sebarang f(t) dapat dinyatakan
dengan jumlahan fungsi- fungsi impuls. Untuk
mendapatkan  fungsi-fungsi  impuls  tersebut,
pertama fungsi f(t) tersebut didekati dengan fungsi

lain f'(t)yang tersusun atas luasan segmen-

segmen di bawah f(t) seperti pada gambar 2.6

Gambar 2.6. Fungsi f (t) yang didekati dengan
fungsi diskrit f/(t)
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Segmen-segmen tersebut mempunyai lebar yang
sama, yaitu Atdan masing-masing luasnya adalah

....... A, A, A A.. A, .....dst, sehingga fungsi

pendekatan tersebut dapat dituliskan sebagai:

F') =2 A 2.8)
Karena tinggi segmen yang ke i adalah f (i At),
maka luas segmen ke i adalah A = f(iAt)At,

sehingga dapat ditulis menjadi:

£(t) = i f (i At) At 2.9)
Bila luas segmen-segljmwen tersebut ditimbun atau
dikumpulkan pada saat-saat diskrit, yaitu kelipatan
bulat dari Atyang sesuai dengan posisi segmen
pada sumbu waktu, maka luas segmen-segmen
tersebut dapat diganti dengan fungsi-fungsi impuls
dengan luas-luas yang sama. Untuk segmen yang
ke i, luasnya A = f(iAt)At , ditimbun pada saat
iAt, maka fungsi impuls yang mewkilinya adalah

o (t—iAt). Persamaan diatasa menjadi:
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)= > f(iAt) SE-iAt) At (2.10)

i=—0

Pendekatan ini akan sempurna (f'= f)apabila
At— 0, yang berarti tanda ¥ menjadi tanda integral
[, iAt menjadit, dan At menjadidt, sehingga

persamaan menjadi:

FM=fM=[f)st-2)d2 (211

Persamaan diatas memperlihatkan bahwa setiap
fungsi f(t) dapat diuraikan atas fungsi- fungsi
impuls.
2. 5. Hubungan input-output suatu sistem

Bila pada sistem yang menentu dan tak
antisipatif dikenakan input berupa impuls satuan
o(t), maka outputnya adalah tanggapan impuls
sistem tsb yaitu h (t):

Input 6(t) = Output h(t) (2.12)
Kalau sistem tersebut juga tak berubah waktu (time

invariant), maka

Inputd (t—4) = Output h(t—A1) (2.13)
Selanjutnya kalau sistem tersebut juga linear

(berlaku prinsip superposisi), maka:
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Input C,8(t—4,)+C,0(t—4) = Output C,h(t—4,)+C, h(t—4)
(2.14)

Sekarang kalau inputnya adalah sembarang,
sesuai dengan persamaan diatas akan berlaku:

Input f(t) = Tf(l)&(t—/l) dA = Output Tf(/l) h(t-4) dA

— 0 —o0

(2.15)

Jadi untuk sistem yang menentu, tak-antisipatif, tak
berubah waktu, dan linier hubungan antara input
x(t), tanggapan impuls h(t), dan output y(t) adalah:

y(®) = [x(4) ht-2) dA (2.16)

Bentuk integral pada pers. ini dikenal sebagai
integral konvolusi (atau konvolusi) antara 2 buah
fungsi x(t) dan h(t). Dalam integral konvolusi ini
posisi kedua fungsi dapat dipertukarkan, sehingga

akan berlaku:

y(®) = [x(4) ht-2) di = [h(2) x(t-2) dA (2.17)
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Biasanya integral konvolusi antara fungsi x(t) dan
h(t) disimbulkan dengan tanda bintang (asteris)

diantaranya:
y (£) = x(t) * h(t) = h(t) = x(t) (2.18)

Karena sifat yang khas tanggapan impuls ini, yang
mana hubungannya dengan input dan output suatu
sistem dapat digeneralisasikan melalui integral
konvolusi, maka untuk menyatakan suatu sistem
dalam kawasan waktu biasanya diwakili oleh
tanggapan impulsnya h(t). Dalam kawasan
frekuensi diwakili oleh fungsi pindahnya H(f) atau
H(w).

Gambar (2.7) melukiskan diagram kotak suatu
sistem baik dalam kawasan waktu maupun

frekuensi.

Input Output  Input Output
x(1) "1 () XN " "Y(

X () Yiaw)

Gambar 2.7 Cara menggambarkan sistem dalam

kawasan waktu t dan frekuensi f (o). Disini h adalah
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tanggapan impuls sistem dan H adalah fungsi
pindah sistem.

2. 6 Menyatakan suatu fungsi dengan jumlahan
fungsi-fungsi undak

Suatu fungsi sebarang juga dapat
dinyatakan dengan jumlahan fungsi-fungsi undak.
Pertama fungsi tersebut didekati dengan f '(t) yang
berupa jumlahan segmen-segmen horizontal

seperti yang terlihat pada gambar 2.8.

iAr !

iy

d.//‘

Gambar 2.8. Fungsi f (t) didekati dengan jumlahan
segmen-segmen horizontal.. Segmen yang ke i

(dihitamkan) dimulai pada saat t = iAt

Untuk lebih jelasnya, pada gambar ini segmen

horizontal yang ke i dihitamkan. Segmen ini di
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sebelah kiri dimulai dari saat t = i4 t. Segmen
tersebut dibatasi oleh 2 fungsi undak yang dimulai
pada saat t = (i-1) 4t dan pada saat t = i4 t,
sehingga segmen yang ke i tersebut dapat

dituliskan sebagai:

f = f(@{A)U (t—iAt) - f ([-JA) U (t-[i-1at (2.19)

dapat disederhanakan bentuknya menjadi:
f ={f (iAt) - f (i-1At)}U (t—iAt) (2.20)
Jadi f (t) dapat didekati dengan f ' (t) yang berupa

jumlahan persamaan :

i At

=3 {1GA0 - f(-UAD}U (- 180 (2.21)

Pendekatan ini akan menjadi sempurna bila operasi
jumlahan diganti dengan operasi integral . Untuk itu

tanda® —»tanda, At —>dt, idt—t, dan:
. : d
f(iAt) — f ([i-1]At) — " f(t) dt (2.22)
sehingga akhirnya diperoleh:

(0-10- [ 2uend (3

— 00
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Persamaan tersebut menunjukkan bahwa sebarang
fungsi dapat dinyatakan dengan jumlahan (integral)

fungsi-fungsi undak.

2. 7. Hubungan antara input, output, dan
tanggapan undak

Bila pada sistem yang menentu dan tak
antisipatif dikenakan input berupa fungsi undak
satuan U (t), maka outputnya adalah tanggapan
undak sistem tersebut yaitu r (t):

Input U (t) = Output r(t) (2.24)
Kalau sistem tersebut juga tak berubah waktu (time

invariant), maka
InputU (t— A1) = Output r(t—A1) (2.25)

Sekarang kalau inputnya adalah sebarang, akan
berlaku:

Input f(t) = T d;;ﬂ)U(t—ﬂ)dﬂ = Output T d;ff) rit—4)da (2 27)

Jadi untuk sistem yang menentu, tak-antisipatif, tak
berubah waktu, dan linier hubungan antara input

X(t), tanggapan impuls h(t), dan output y(t) adalah:
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v = | Y

—00

rit-2)da (2.28)

Jadi  output suatu sistem merupakan integral
konvolusi antara tanggapan undak sistem dengan

turunan pertama input terhadap waktu.
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3. KONVOLUSI DAN KORELASI

3. 1. Integral Konvolusi
3. 1. 1. Definisi
Integral konvolusi antara 2 fungsi x (t) dan h (t)
didefinisikan sebagai:
2 (3.1)
y(t) = jx(,a,) h(t—2) dA

yang umumnya dinotasikan sebagai:

y(£) = x(t) * h(t) (3.2)
Kalau diadakan substitusi 7=t—A1, sehingga
A=t-7, dan dA=-dr; sedangkan batas- batas
integral untuk A =m0, 7=-0 dan untuk A=-w,
r=o0. Dengan demikian persamaan (3.1) dapat

dituliskan menjadi:

y(t) = —fx(t—r) h(z) dz = Th(r) X(t—7)dr (33)

Jadi dalam integral konvolusi kedua fungsi dapat

dipertukarkan tempatnya:
y(t) = x(t) = h(t) = h(t) * x(t) (3.4)
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Bentuk integral konvolusi persamaan tampak
cukup sederhana, namun penyelesaiannya secara
analitis cukup rumit. Berikut ini akan dijelaskan
bagaimana cara menyelesaikan konvolusi antara 2
fungsi, misalnya x(t) = Ae™ dan h(t) = Be ™. Urut-
urutan yang harus dikerjakan (gambar 3.1 sebelah
kiri) adalah:

1. Ubah X (t) dan h(t) menjadi

Xx(1) danh(4) (gambar 3.1 kiri no. 1 dan 2).

2. Geser h (1) sejauh + t (maju/kekiri) menjadi

h(A+t) (gambar 3.1 kiri no 3).

3. Lipat h(A+t) menjadi h(t—1)(gambar 3.1

Kiri no 4).

4. Kalikan x (1) dengan h(t—A). Hasilkalinya

adalah gambar 3.1 kiri no 5.

5. Integralkan x (1) h(t—1) sepanjang sumbu A,
hasilnya suatu nilai (disimbulkan dengan
tanda * pada gambar 3.1 kiri no 6). Nilai ini

besarnya tergantung pada besar pergeseran
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t (merupakan fungsi t) yang digambar
dengan garis lengkung putus-putus (deretan
tanda-tanda ). Inilah hasil integral

konvolusinya.

Ada cara lain yang lebih mudah untuk
mengerjakan integral konvolusi antara 2 buah
fungsi, walaupun secara matematis langkahnya
tidak benar, tapi hasil akhirnya sama. Gambar 3.1
sebelah kanan menjelaskan urutan kerja yang
harus dilakukan dengan cara yang lebih sederhana

tersebut, yaitu:

1. Ubah X (t) dan h(t) menjadi
Xx(1) danh(4) (gambar 3.1 kanan no. 1 dan
2).

2. Lipat h (1) menjadi h (-1) (gambar 3.1 kanan
no 3)

3. Geser h (-4) mundur/kekanan sejauh t (ini
secara matematik salah karena pergeseran

+ t, mestinya harus maju/kekiri). Hasilnya
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adalah h(t—1), sama dengan cara yang
benar).
4. Selanjudnya urutan langkahnya sama

dengan cara yang terdahulu.

x{d)
) é
Ae? Ae*
i) i
2) Be™ Be
h{i+f
3)
Be Bid+t)
! .
I (t—4)
) / Be™H /
@ "~ ABe™e Bit-2) ~—_
(6) P j_{Be Sl )

Gambar 3.1. Urutan cara menyelesaikan konvolusi
antara 2 fungsi. Gambar kiri adalah urutan yang

secara matematik benar. Gambar kanan, walaupun

35



secara matematik tidak benar, tapi lebih mudah dan

hasilnya benar.

3. 1. 2. Contoh penyelesaian integral konvolusi
Soal: Carilah integral konvolusi antara 2 fungsi

kotak yang terlihat pada gambar 3.2

x (1) hir)

il

t t
0 r 1] T

Gambar 3.2 Dua fungsi kotak dengan tinggi A dan
B, panjang T dan 2T

Untuk lebih mudahnya dipakai cara yang kedua
(gambar 3.3), yaitu: melipat dulu salah salah satu
fungsinya. Dalam hal ini karena kedua fungsinya
adalah sederhana (fungsi kotak) maka yang dipilih
untuk dilipat dapat sebarang. Namun untuk
menentukan batas integrasi pada waktu fungsi
yang dilipat digeser, maka fungsi yang kedua yang
tampaknya lebih mudah bila dipilih sebagai fungsi
yang dilipat.
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x(4)

A
(4]
0
hi-A)
B
2 |
T 0
B
3)
=T +

Misakan hasil konvolusinya y (1)
Untuk <0 = y(f)=0, karena (1) dikalikan

(3) sama dengan 0 dimanapun

Unuk0<r <T = y(r]:_[ABcM.
o

=[4BA], = ABt
Untuk T<r <27 =

y(0) = [AB di =[AB2} .= ABT
-7

Untuk 2T <1 <37 =
ar
viey= [AB dA=[ABA]", =34BT — ABt

=

Untuk £ 37 = p()=0, karena kedua fungsi

sudah saling memisah

Gambar 3.3 Contoh penyelesaian integral

Jadi hasinya (gambar3.4) adalah:

a.untuk (<0
b.untuk O<i<T
countuk T<r<2T
dountuk 2T < <37
e utuk 1= 3T

konvolusi

= =0 ¥in

= W) =ABt - ABT
= ()= ABT

= W)= 3ABT —ABr !

= W1 =0 0 T T ir
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2 fungsi kotak dengan panjang berbeda



Pengecekan

Hasil penyelesaian konvolusi dapat dicek dengan
mencari nilainya pada waktu konvolusinya
diskontinyu, yaitu pada saat t = 0, T, 2T, dan 3T,
yang didekati dari kiri dan dari kanan:

a. Untuk t = 0, — Dari kiri (a), y(t) = 0; dari kanan
(b), y(t) = ABt] =0 = 0 > sama

b. Untuk t = T, — Dari kiri (b), y(t) = ABt]=r = ABT,;
dari kanan (c), y(t) = ABT—» sama

. Untuk t=2T, — Dari kiri (c), y(t) = ABT; dari kanan
(d), y(t) = BABT-ABt]i=21 = ABT—>sama

d. Untuk t =3T, — Dari kiri (d), y(t) = 3ABT-ABt]i=31

= 0; Dari kanan (e), y(t) =0 —» sama

Jadi untuk saat-saat t = 0, T, 2T, dan 3T, nilai
konvolusinya sama baik didekati dari kiri maupun
dari kanan. Bila demikian hampir dapat dipastikan
bahwa penyelesaiannya benar. Bila hasilnya tidak
sama maka dapat dipastikan bahwa

penyelesaiannya salah.
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3. 1. 3. Konvolusi antara fungsi transient dan
fungsi impuls
Fungsi transient atau aperiodik adalah fungsi
waktu yang harganya hanya muncul satu kali (tidak
terulang lagi) dan harga integralnya (disepanjang
sumbu waktu) terbatas. Sebagai contoh fungsi
transient adalah: fungsi impuls, fungsi exponential
turun, fungsi kotak tunggal, dan sebagainya. Disini
akan dipakai sifat-sifat fungsi impuls, yaitu:
% (3.5)
j AS(t—t,) dt = A

dan (3.6)

jf (t) S(t—t,) dt = f(t,)
Andaikan x (t) = A e dan h (t) = & (t), berapa
konvolusi antara keduanya? Dalam men- jawabnya,
yang dilipat dan digeser adalah h (t) untuk lebih
mudahnya (gambar 3.5)
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b (A yang dilipat

A=A }h[;_:_ei{,i} ’ h(=A)=6(1)

hit— A)y=8(4-r)

1 = (k{4 vang dilipat dan digeser mundur sejauh 1)

0 t

Gambar 3.5 Proses konvolusi antara fungsi

sebarang dengan fungsi impuls

Berdasar gambar 3.5 tersebut dan sifat
fungsi impuls persamaan (3.5), maka hasil
konvolusi antara fungsi exponen dan fungsi impuls
tersebut diatas adalah:

y(t) = Tx(z)h(t ~2)dA = TAe’”ﬁ(t—A) dA = Ae™™ = x(t) (3.7)

-0

Jadi konvolusi antara suatu fungsi sebarang
dengan impuls satuan adalah fungsinya itu sendiri.
Apabila posisi impuls tidak di titik 0, maka hasil
konvolusinya adalah fungsi itu sendiri yang digeser

keposisi impuls tersebut (gambar 3.6)
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xA)=Ae ™ h(A)=6(1 —t,) h (4 ye dilipat
0 Iy -l ]
[ Untuk t<t, = y(n)=0
Fr
[ Untuk t>1 > y(0)= [ Ae “*5(A-{t ~1,])dA
I - .
-1, — Ae-mr-.,.l
W) Ini adalah x(r) vang digeser mundur sejauh 7, atau
x(f) vang ditempatkan di posisi fungsi impuls.

Iy
Gambar 3.6 Konvolusi antara sebarang fungsi

dengan impuls pada posisi sebarang

3. 1. 4. Konvolusi antara 2 fungsi digital

Fungsi digital adalah fungsi yang nilainya
ada hanya pada waktu-waktu yang terpisah dengan
selang waktu yang sama. Selang waktu ini disebut
sebagai waktu cuplik A4 t. Misalkan nilai-nilai
tersebut adalah 1, 2, 2, dan 1 yang terletak pada
waktu: 0, A t, 2 A t, dan 3 4 t. Secara matematis
fungsi tersebut dapat dituliskan sebagai:
ft)=0@t)+20(t —At)+26(t—2At)+o(t—3At) (3.8)

41



Kalau digambarkan fungsi ini merupakan deretan
impuls-impuls (gambar 3.7)

f , ,
L

0 At 2At 3 At

Gambar 3.7. Penggambaran fungsi digital secara

matematis

Untuk lebih mudahnya (sehubungan dengan
penggunaan computer), waktu cuplik ini berharga 1
(satu satuan waktu). Jadi fungsi digital merupakan
suatu deretan nilai yang masing-masing terpisah
satu satuan waktu. Oleh karena itu fungsi digital di
atas cukup dinyatakan dengan deretan nilai-
nilainya saja, yaitu:

f,=00221 (3.9)
dengan nilai k=0, 1, 2, dan 3 (dimulai k = 0).

Konvolusi antara 2 fungsi digital dengan
mudah dapat dijelaskan langsung dari contoh

penyelesaiannya, misalnya konvolusi antara
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x=(@ 2 2)dengan h;=(1,2,1). Gambar 3.8

menjelaskan penyelesaian konvolusi tersebut.

X; .F'!_,

[ i
1 Il * 1 Il
2 h; yang dilipat
1 1
I | yo=1xl1=1
[ [ y=(1x2) +(2x 1) =4
| ] ya=(1x1) +(2x 2) + (2x1) =7
‘ ] | ] yi=(2x1) + (2x 2) + (1x1) =7

‘ I | I ye=(2x1) +(1x2) =4
| N R

Gambar 3.8. Penyelesaian konvolusi antara 2
fungsi digital

Dari penyelesaian x; * h; = yx (gambar 3.8)

tersebut dapat ditulis hubungan:

1, 2,2, 1) = (1, 2,1) = (1, 4, 7, 7,
4,
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Di sini tampak bahwa panjang x; = 4, panjang h; =3,
dan panjang ykx = 6. Secara umum akan berlaku:
(panjang yi) = (panjang xi) + (panjang hy) - 1
Berdasar contoh penyelesaian diatas, maka
konvolusi antara 2 fungsi digital dapat dinyatakan
dengan perumusan matematis:
= ) (3.10)
Y = 2 x() h(k =)
i=0
dengan N adalah panjang x; atau panjang h;, yang

mana yang lebih panjang.

3. 1. 5. Konvolusi antara 2 fungsi periodik
Fungsi periodik adalah fungsi waktu yang
nilainya selalu berulang setiap periode tertentu,
misalnya T. Fungsi periodik mempunyai panjang
yang tak berhingga. Contoh fungsi periodik adalah
fungsi sinus dan cosinus. Deretan fungsi berdurasi
terbatas yang panjangnya tak berhingga juga akan
membentuk fungsi periodik. Contohnya adalah
fungsi gigi gergaji (deretan fungsi berbentuk

segitiga), fungsi gelombang square (deretan fungsi
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berbentuk segi empat), sisir diract (deretan fungsi
impuls), dan sebagainya.

Dalam rumus konvolusi antara 2 fungsi
transient (persamaan 3.1), disana ada operasi
integral di sepanjang sumbu waktu dengan batas-
batas integral dari —o ke «. Integrasi dengan batas-
batas integral tersebut akan tidak terdefinisi bila
fungsi-fungsi yang diintegralkan adalah fungsi
periodik. Dengan demikian integral konvolusi antara
2 fungsi periodik harus didefinisikan berbeda,
terutama yang menyangkut batas-batas
integralnya.

Konvolusi antara 2 fungsi periodik x(t) dan

h(t) kemudian didefinisikan sebagai:

T/2
y(t) :% jx(,z) h(t—A4)dA =

-T/2

T/2
jh(ﬂ) x(t—A1) da

i
L
(3.11)

dengan T adalah periode fungsi-fungsi periodik
tersebut. Cara menyelesaikan integral konvolusi ini

sama dengan integral konvolusi fungsi transient,
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yaitu dilipat, digeser (terbalik), dikalikan dan
diintegralkan. Tapi pekerjaannya tentu akan lebih
sulit. Untuk lebih jelasnya langsung saja dengan
contoh, misalnya konvolusi antara 2 fungsi periodik
berupa deretan fungsi kotak dengan tinggi A dan B,
lebar T/2, serta periode T. Gambar 3.9 akan

menjelaskan  urutan  penyelesaian  konvolusi

tersebut.
x(4) h(4)
A B
B 1 1 M m
B A ) oA
: : h () yang dilipat karena fungsinya sime-
: tri akan menghasilkan fungsi yang sama.
Ll

Untuk 0 <7<772

T/
)=t [48 di= ﬁ{a 144
T 3 T

r-Tf4
| E ’_ :g (—t+T/2)

Untuk 72 <r=T

1T
=7 [48aa

milien | B

AB
: == -1/2
) 7 /2)

Hasil konvolusi: untuk harga r yang lan
akan terulang dengan periode 7. dan
simetris karena kedua fungsinva simetri

Gambar 3.9 Konvolusi antara 2 fungsi periodik

Batas integral ditunjukkan oleh bagian yang diblok
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3. 2. Integral Korelasi
3. 2. 1. Definisi integral korelasi fungsi transient
Fungsi transient atau aperiodik adalah fungsi
waktu yang harganya hanya muncul satu kali (tidak
terulang lagi) dan harga integralnya (disepanjang
sumbu waktu) terbatas. Sebagai contoh fungsi
transient adalah: fungsi impuls, fungsi exponential
turun, fungsi kotak tunggal, dan sebagainya.
Integral korelasi antara 2 fungsi transient
f1(t) dan f,(t) didefinisikan sebagai:

%Aﬂ=£ﬁ®ta+ﬂdt 3.12)

dengan 7 adalah pergeseran yang berdimensi
waktu. Integral korelasi umumnya disebut sebagai
“korelasi” saja. Biasanya ¢, (7)disebut sebagai
kroskorelasi antara 2 fungsi. Bila suatu fungsi fi(t)

dikorelasikan dengan dirinya sendiri, maka hasilnya

disebut otokorelasi:

%ﬂﬂ=£ﬁ®hﬂ+ﬂdt 3.13)
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Cara menyelesaikan integral korelasi
(persamaan 3.13) yaitu: pertama menggeser fy(t)
sejauh 7 (kekiri positif, kekanan negatif), kedua
mengalikannya dengan fi(t), dan yang ketiga
menintegralkan hasil kalinya tersebut. Untuk lebih
jelasnya langsung saja de- ngan contoh vyaitu
kroskorelasi antara fungsi kotak dengan fungsi
segitiga (gambar 3.10).

it St

Untuk 7 positif (0< 1 <T)

T-r 7‘43 ) .
ﬂ Pa(0)= !A(Afr)(m)m IS

— T—r Untuk r positif (r>1)— @,(r)=0

Untuk r negative (-7 < 7< 0)

/‘ gou(r)=:“_,4(AfT}(r7r)dr=%(T7r):

-7 T Untuk r negative (r<-T) — ¢,(r)=0

hati-hati dengan batas bawah
bila pergeserannya negatif

Gambar 3.10. Contoh cara menyelesaikan integral korelasi

Gambar 3.10. Contoh cara menyelesaikan integral

korelasi
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w

. 2. 2. Sifat integral korelasi

Pada umumnya kroskorelasi: ¢, (7) # ¢, (-7),

kecuali kedua fungsi yang dikorelasi- kan simetri
(fungsi genap). Ini dapat dilihat pada contoh
pada subbab 3. 2. 1..

Dalam proses kroskorelasi antara 2 fungsi,
integral hasil kali kedua fungsi akan sama bila f;
digeser kekiri atau f, digeser kekanan (atau
sebaliknya), sehingga secara mate- matis dapat
dituliskan relasi: ¢, (7) = ¢,, (-7)

Dalam proses otokorelasi (korelasi dengan
dirinya sendiri), bila fungsi yang satu digeser
kekiri, nilai korelasinya akan sama bila fungsi
yang lain digeser kekanan. Secara matematis

dapat ditulikan hubungan : ¢, (7) = ¢, (—7) . Atau
dapat dikatakan bahwa ¢, (7)selalu simetris

atau fungsi genap.
Integral hasil kali pada proses otokorelasi akan
maksimum bila pergeserannya sama dengan 0,

atau ¢, (0) adalah maksimum.
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5. Integral korelasi fungsi-fungsi periodik adalah
periodik dengan periode yang sama.

6. Otokorelasi fungsi random akan maksimum bila
pergeserannya r = 0, dan menurun menjadi O

bila pergeserannya sudah cukup jauh.
Pada Gambar 3.11 adalah contoh penyelesaian

otokorelasi fungsi segitiga untuk menunjukkan

sebagian sifat-sifat otokorelasi tersebut.
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S
A
0 T
fi(t+1) Untuk 7 positif (0 < 7 <7)
T—r
A4 @, (7) = | (A4/T)e (AT + 1) dt
/ 1 :EI
-r 0 T-r =i,(r-‘—3rlr+2r-‘-)
6r-°
hati-hati dengan pergeserap negative
Sile-1) Untuk 7 negative (T < 7 < 0)

Pu(0) = [(AT) (4T)1 1) dr

0 -1 T =A—_,(—‘r"+3T1r+2T")
6r-

pulr
Jadi @,( ) adalah simetris

Gambar 3.11. Contoh penyelesaian

otokorelasi

3. 2. 3. Korelasi antara suatu fungsi dengan
impuls

Salah satu sifat fungsi impuls adalah integral hasil
kalinya dengan suatu fungsi:

[Of(t) S(t—t,) dt= f(t,) (3.15)
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Pada Gambar 3.12 adalah contoh penyelesaian
kroskorelasi antara suatu fungsi dengan impuls.
Dalam contoh ini akan ditekankan penyelesian

secara grafis (menggunakan gambar).

Sl a(t=2T)
= \r 0 —Izr
I Untuk r =0 — @A =0
0 T are Untuk 0 <t <T > pa(1 =0
l Untuk T<t <27
0 27 Pal7) = ]f(f)ﬁ(f ~[2T -1y dt = f(2T 1)

= fir)kanan digeser maju sejauh 27 kenm-
dian dilipat (hasilnya mundur)

I Untuk 27 <1 < 3T

Mt 0 9u (D)= [ f(O3(~[27 -] dt= f2T ~7)

=f () kiri digesermaju sejauh 27 kemudian dilipat.
Hasil akhir:  ¢2(1
Secara umum korelasi antara suatu fungsi
dengan impuls adalah fungsiitu sendiri yang
dilipat dan ditempatkan pada posisi impuls
yang bersangkutan

0 T 2T T T

Gambar 3.12. Kroskorelasi suatu fungsi dengan

impuls.
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3. 2. 4. Korelasi antara fungsi-fungsi periodik

Fungsi periodik adalah fungsi waktu yang harganya
selalu berulang setiap periode tertentu, misalnya T.
Fungsi periodik mempunyai panjang yang tak
berhingga. Dengan demikian perumusan
kroskorelasi (persamaan 3.13) tak dapat dipakai
lagi karena integral dari —o ke oo menjadi tidak
terdifinisi karena karena harganya yang tidak
menentu. Oleh karena itu kroskorelasi antara 2

fungsi periodik f1(t) dan f,(t) didefinisikan sebagai.

T/2

1
MOEES J/ zfl(t) f,(t+7) dt 3.16)

dengan T adalah periode kedua fungsi periodik
tersebut.Untuk lebih jelasnya dapat dilihat contoh
penyelesaian otokorelasi suatu fungsi periodik

berupa deretan kotak (gambar 3.13).
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-T 0 2 T Untuk 0<r< 72
. 2 (T 2p-r

: : : : T2
1 | [ eo-gfra-g

-1f2

Untuk (T2) <1< T

i i i i A7

=—\(T/2)-
(T/2)-7)

Yang diblok menunjukkan batas integral

1: ‘ ‘ J ‘ ‘ Untuk pergeseran selanjutnya harganya
Akan berulang dengan periode T’

gy untuk fungsiperiodik juga simetri
atau merupakan fungsi genap

Gambar 3.13. Contoh penyelesaian otokorelasi

fungsi periodik

3. 2. 5. Korelasi fungsi-fungsi digital

Untuk jelasnya langsung contoh (gambar 3.14),
yaitu kroskorelasi antara f;= (1, 2, 1) dengan f,= (2,
2,1)
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| IE | adanb — @(0) = (1x2)H2x2)H 1=1) =T

adanc — @p(1)=(1x2)H2x1)=4

adand — @2(2)=(1x1)=1

adanf — ¢@2(-2)=(1x2)=2

Py

-
| IE! I4r'

Gambar 3.14. Contoh kroskorelasi 2 fungsi digital

c I i 4 adane = @a(=1)=(2x2)+ (1x2) = 6

Dari contoh pada gambar 3.14 tersebut dapat
diturunkan perumusan kroskorelasi digital:

= 3.17
NGRS IAOIA TS B

3. 2. 6. Penggunaan integral korelasi

Di bawah ini akan dijelaskan beberapa contoh

penggunaan integral korelasi:

1. Integral korelasi banyak dipergunakan untuk
menyatakan besarnya Kkorelasi antara 2

parameter secara kuantitatif. Dua parameter
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dikatakan mempunyai korelasi 100%, bila
koefisien korelasinya sama dengan 1. Koefisien
korelasi ini adalah nilai integral korelasi yang
dinormalisir.

. Kroskorelasi banyak dipakai untuk mengitung
beda waktu tiba antara 2 sinyal yang koheren
yang terekam di dua titik. Sebagai contoh
mencari kecepatan gelombang permukaan dari
rekaman seismic yang tercatat di dua stasiun
dapat dilakukan dengan teknik kroskorelasi ini.
Dalam hal ini sinyal koheren akan mempunyai
bentuk pola yang sama bila terekam di dua
stasiun. Nilai kroskorelasi akan mencapai
maksimum bila pergeserannya sama dengan
beda waktu tiba gelombang seismic di dua
stasiun yang bersangkutan. Teknik yang sama
dapat dipakai untuk mencari kecepatan angin
atau kecepatan asap yang keluar dari cerobong
atau gunung api. Caranya dengan
menggunakan dua detector ultraviolet (terpisah
pada jarak tertentu) yang diarahkan keawan

atau asap yang keluar dari cerobong atau
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gunung api. Dengan cara ini kecepatan asap
atau angin dapat diketahui. Dalam hal ini awan
atau asap akan menyerap sinar ultraviolet dari
langit biru sebagai latar belakangnya.

. Otokorelasi dapat dipakai untuk komunikasi
antara 2 titk yang sangat jauh. Pada
komunikasi ini sinyal yang dikirim dapat jauh
tenggelam di dalam noise, sehingga
pendfilteran yang umum tidak akan dapat
memunculkan sinyal yang bersangkutan. Akan
tetapi dengan mengkodekan pesan-pesan
menjadi sinyal periodik yang dipancarkan dalam
waktu yang cukup lama (per pesan), maka
dengan teknik otokorelasi sinyal periodik ini
dapat dimunculkan kembali walaupun sinyal
tersebut jauh tenggelam di dalam noise. Sifat
otokorelasi yang dipakai yaitu: otokorelasi sinyal
random (noise) akan maksimum bila
pergeseranya sama dengan 0 dan akan akan
mendekati 0 pada pergeseran waktu yang tidak
terlalu besar, sedang otokorelasi fungsi periodik

akan periodik dengan frekuensi yang sama.
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Oleh karena itu otokorelasi sinyal campuran
random dan periodik akan menhasilkan sinyal
periodik (dengan frekuensi yang sama dengan
sinyal periodik yang dicampurkan) bila
pergeseranya sudah cukup jauh. Teknik ini
banyak dicobakan orang untuk komunikasi antar
bintang.

. Kroskorelasi dan otokorelasi sering muncul
dalam perumusan untuk filter tertentu, misalnya
filter optimum dari Winner, filter untuk
memisahkan komponen medan listrik dan
medan magnet dalam metode magnetotelurik

dan sebagainya

58



5. TRANSFORMASI FOURIER

4. 1. Transformasi Fourier dan Analisis
harmonik

Analisis harmonik sangat banyak digunakan
di bidang sains (fisika, geofisika, dsb) dan teknologi
(teknik elektro, mesin, komunikasi, informasi, dsb),
karena analisis harmonik merupakan hal yang
terpenting untuk menyelesaikan masalah yang
berhubungan dengan gejala-gejala periodik dan
transient (sesaat).

Alat yang sangat penting dan fruitful untuk
analisis harmonic adalah Transformasi Fourier,
yaitu suatu formula matematis yang
mentrasformasikan fungsi dalam kawasan waktu
menjadi fungsi lain dalam kawasan frekuensi.
Sudah tentu formula matematis untuk transformasi
Fourier berlaku untuk fungsi-fungsi yang lain, tidak
hanya fungsi-fungsi waktu dan frekuensi saja.

Pemakaian parameter waktu dan frekuensi
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dimaksudkan untuk memudahkan pemahaman
mengenai  transformasi  Fourier, = mengingat
keberadaan kedua parameter tersebut sangat
mudah dirasakan dan dipahami. Disamping itu
pema-kaian transformasi Fourier yang paling
banyak berkaitan dengan parameter waktu dan
frequensi tersebut.

Dalam sistem transmisi data (dalam bentuk
sinyal), pengumpulan data (data collecting),
pemrosesan data (data/signal processing), akan
selalu muncul masalah yang biasa disebut sebagai
sinyal gangguan atau noise. Gangguan ini pada
umumnya bersifat random. Oleh karena itu,
terutama dalam pemrosesan data telah
berkembang pula teori yang mempelajari gejala
random termasuk transformasi Fourier untuk fungsi
random.

Untuk mempelajari gejala random, secara
khusus konsep korelasi akan mendapatkan
perhatian utama karena korelasi adalah alat yang
paling penting untuk menangani gejala random

atau gejala periodik dan transient yang
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mengandung fungsi random.Di samping itu
penerapan teori Fourier untuk gejala random hanya
dimungkinkan dengan melibatkan teori statistic dan

teori kemungkinan (probabilitas)

4. 2. Jenis-jenis fungsi waktu

Fungsi waktu dapat dibedakan menjadi 3
jenis, vyaitu fungsi-fungsi periodik, aperiodik
(transient), dan random.

a. Fungsi periodik adalah fungsi yang nilainya
berulang pada setiap interval waktu tertentu.
Interval waktu ini dikenal sebagai periode
(T). Jumlah perulangan per satuan waktu
dikenal sebagai frekuensi (f = 1/T). Panjang
fungsi harus dari -4 s/d +4. Contoh fungsi
periodik adalah fungsi-fungsi sinus, cosinus,
gelombang kotak (square wave), gelombang
gigi gergaji (saw teeth wave), dsb.

b. Fungsi aperiodik atau transient adalah fungsi
yang nilainya tak pernah terulang dengan
periode tertentu. Panjang fungsi tersebut

dapat sebarang, bahkan sampai 4. Contoh
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fungsi transient adalah fungsi exponensial,
fungsi kotak tunggal, dsb.

c. Fungsi random adalah fungsi waktu yang
nilainya tidak bisa diramalkan secara pasti,
walaupun pada umumnya akan mengikuti

aturan statistic tertentu.

4. 3. Deret Fourier

4. 3. 1. Bentuk umum deret Fourier

Deret Fourier merupakan transformasi Fourier dari
fungsi waktu yang periodik. Fungsi periodik adalah
fungsi yang nilainya terulang pada setiap periode
tertentu dan panjangnya tak berhingga. Parameter
yang berhubungan dengan keperiodikan biasanya
adalah periode T, frekuensi f, atau frekuensi sudut
®. Menurut Transformasi Fourier, setiap fungsi
periodic x(t) dengan periode T; (frekuensi f;=1/T;)
dapat diuraikan (decomposed) menjadi fungsi-
fungsi sinus dan cosinus, sebagai:

K0=243 2,00 (027 ;0 4, sinm2r £,9] 4D

n=1
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Konstanta-konstanta a,, a, dan b, dapat dicari
berdasarkan sifat orthogonal fungsi sinus dan
fungsi cosinus:

1 W2 (4.2)
— Ism(m 2 fit)cos(n2x f t) dt =0,

1-1/2

l T1/2
= jsin(m 27 f,t)sin(n 27 f,t) dt =

1-T,/2

4.3
;untukm_nio( )
0 untukm = n

Berdasar sifat orthogonal ini, maka integral x(t) dt
dari —T1/2 s/d T1/2 akan memberikan:
T/2 (4.4)
a, = 2 j x(t) dt
1-T,/2
Selanjutnya integrasi x(t) cos(n 2z f,t) dt dari —T1/2

s/d T1/2 akan meberikan nilai a;:

T,/2

a -2 J.x(t) cos(n 27 f,t) dt, untuk n=1, 2, 3, dst

n

dan integrasi x(t)sin(n 2z f,t) dt dari —T1/2 s/d T41/2

akan meberikan nilai by:
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/2 4
b =T3 jx(t) sin(n 27 f,t) dt, untuk n=1, 2, 3, dst (4.6)

n
1-T,/2

Dengan demikian  dekomposisi  atau
penguraian  fungsi  periodic  x(t) berdasar
persamaan- persamaan (4.1), (4.5), (4.6), dan (4.7)
sudah terdefinisi dengan baik. Persamaan-persa-
maan inilah yang merupakan transformasi Fourier
untuk fungsi periodik, yang lebih dikenal sebagai
deret Fourier.

Contoh 1
Uraikan fungsi periodic x(t) berupa gelombang
kotak (square wave) panjang tak berhingga dengan
periode T, tinggi A, dan simetris terhadap sumbu
tegak (gambar 4.1) menjadi jumlahan fungsi-fungsi

sinus dan cosinus.

N s I I e

Gambar 4.1. Fungsi periodic berupa gelombang

kotak panjang
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tak berhingga dan simetris terhadap sumbu tegak

jawab:
5 T2 T,/4 (4.7)
_2 [x ot = 2 [Adt=A
T1 -T,/2 T1 —T,/4
T,/2 T /4 H
a, 3 J (t)cos(n 27 f,t) dt—g jAcos(n 27 fit) dt=2AM (4'8)
T, -T,/2 1-T,/4 nz
T2 /4 4.9
b, _2 Jx(t) sin(n 27 f.t) dt _2 IAsin (n2z ft)dt=0 (4.9)
1-T,/2 T, -T,/4

Nilai a, pada persamaan (4.9) dapat diperinci

menjadi:
aI:Z—A, a,=0, a, _ZA, a, =0, a, 2A st
V4 3z S5z

Dengan demikian, berdasar persamaan (4.1),
fungsi periodic gelombang kotak yang simetris
terhadap sumbu tegak dapat diuraikan dalam

fungsi-fungsi cosinus menjadi:

X(t) = —+%cos(2 ft)—?COS(Gﬂft)+EACOS(loﬂflt)— dst
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Jadi di dalam fungsi periodic sebarang
dimungkinkan terkandung: komponen searah (DC)
yang  berfrekuensi 0, komponen  fungsi
sinus/cosinus dengan frekuensi tertentu yang
dikenal sebagai frekuensi dasar (fundamental
frequency) f; , dan komponen fungsi sinus/ cosinus
dengan frekuensi-frekuensi harmonic yang lebih
tinggi, yaitu 2f;, 3f;, 4f;, dst (kelipatan bulat

frekuensi dasar).

4. 3. 2. Deret Fourier dalam bentuk exponensial
Fungsi sinus/cosinus dapat dinyatakan dalam
bentuk exponensial:

cos(2zn ft) :% (e 27 it | g in2r ity (4.13)

S|n (Zﬂ'n flt) — Zi (e jn2z fit _efjn27r f1t) (414)
J

Bila persamaan (4.13) dan (4.14) dimasukkan
dalam persamaan (4.1), akan diperoleh:

x(t) :%-p%i(an — jb,)el? +%i(an 4 jb,)e e (4.15)
n=1

n=1
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Dengan memperkenalkan nilai negatif untuk n,
maka dapat didefinisikan:

T/2 (4.16)
a, = T jx(t) cos(n 2z f,t) dt =a,

" 1-1/2
T2 (4.17)
b, = —T3 j X(t) sin (n 27 f,t) dt = —b,

=N
1-T,/2

dan mengingat cos(—n 2z f;t) =cos(n 2z ft) &
sin (—n 2z f,t) = —sin (n 27 f,t), maka suku terakhir)

dapat dituliskan menjadi:

> ' N - 4.18
EZ(an + jbn)efjnbr fit :lZ(an _ jbn)eJHZIZ f,t ( )
23 2,

sehingga persamaan tersebut berubah menjadi:

N i 2 - 4.19
X(t) :% Z(an _ jbn)ejnbr fit _ Zx(n)ejnZﬁ fit ( )

X(n) = %(an —jb,) untuk n=0,+1, +2, £3,dst (4.20)

dengan memasukkan persamaan (4.6) dan (4.7)

dalam pers (4.20) akan didapatkan:
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B 4.21
X(n) = 1 jx(t) e M2 hlgt untuk n=0, +1, £ 2, +3, dst ( )

1A
6. 3. 3. Spektrum

Berdasar (4.20) dan (4.21), X(n) merupakan
fungsi frekuensi dan pada umumnya berbentuk
kompleks. Oleh karena itu X(n) dinamai spectrum
kompleks dari x(t). Karena frekuensi yang
terkandung dalam fungsi periodic, yaitu frekuensi
dasar dan harmoniknya mempunyai nilai yang
diskrit, maka spektrumnya merupakan spectrum
garis (line spectrum).

Bilangan complex C akan terdefinisi oleh 2
parameter, yang dapat dinyatakan dengan bagian
real a dan bagian imajiner b atau amplitudo A dan
fase 6, secara umum berbentuk:

C=a+jb=Ae"
Hubungan antara parameter-parameter tersebut

adalah:

A:|C|:\/m dan G:tan‘l(—gj (4.22)
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Berdasar persamaan (4.22) dan (4.23), persamaan

(4.20) X (n) = %(an _jb,) dapat ditulis menjadi

4.23
X (n) zéwlanz +b’ exp{j tan‘l(z—”ﬂ (4.23)

Sehingga spectrum kompleks (4.24) dapat
dituliskan dalam bentuk berpasangan antara
spektrum amplitudo A, dan spektrum phase 6,

A :|X(n)|:%1/a§ +bZ  dan 0, :tan‘l(_ab”J

n

atau antara Spektrum Real R, dan Spektrum
Imajiner Iy:

anlan dan I, :—lbn
2 2

dapat ditulis dalam bentuk:

x(t) = Zw]X (n)| pi(n27 fit+6,) (4.24)

Persamaan (4.21) vyang merupakan
representasi fungsi dalam kawasan frekuensi

(frequency domain), dikenal sebagai transformasi
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Fourier dari fungsi periodic x(t) menjadi X(n).
Sebaliknya persamaan (4.19) adalah transformasi
Fourier invers dari X(n) menjadi x(t), yang
merupakan manifestasi fungsi dalam kawasan
waktu (time domain). Oleh karena itu persamaan
(4.21) dan (4.19) perlu ditulis ulang bersama
sebagai pasangan transformasi Fourier:

T2 _ 4.25
X(n):l J.x(t) g 27 ity ( )

1.1,/

dan (4.26)

x(t)= 3 X (n)e =t
yang masing-masing adalah transformasi Fourier
dari yang lain.

Contoh 2

Hampir sama dengan contoh 1, yaitu mendapatkan
deret Fourier fungsi periodik x(t), yang berupa
gelombang kotak panjang tak berhingga dengan
periode T, amplitude A, dan lebar kotak b (Gambar
4.2).

1

= -T2 0 b N2 T

J
:




Gambar 4.2. Fungsi periodik gelombang kotak
dengan
periode T dan lebar kotak b

Spektrum kompleks dari x(t), berdasar (4.28)
adalah:

T1/2 b .
X(n) _ = jAe in2z fltdt jAefjnZﬂ fltdt :& Sin ﬂﬂb/Tl eijnzﬂ f,(T,/4)
T i X T, | nab/m,

sehingga uraian x(t) dalam bentuk exponensial
(4.29) adalah:
Ab (sin nzb/T . b,] (428)
X(t) = ———1Llexp| jn2x f,(t—=
X0 = ;:OTI( nzb/T ) p[’ 7 h 2)}

Jika b = T1/2, maka x (t) akan menjadi:

z A(sinnz/2 .
x(t) = ZE( — jexp[1n27rf1(t—T1/4)]

yang dalam bentuk fungsi-fungsi cosinus adalah:
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T T T
x(t):é+ﬁ cos2z f|t——=+ —1c0567rf1 t——=+ +£cole;rf1 t—=2||-....
2 4) 3 4) 5 4

Jadi berdasar fungsi periodic gelombang kotak
(Gambar 4.2) akan mempunyai:

1. Spektrum kompleks:

X(n):& M e_jnz”fl(T1/4)
T, \ nzb/T,

1
2. Spektrum amplitudo:

Ab(sin nzb/T,
T | Thab/T

Ay =[X ()] = nzb/T,

1

3. Spektrum fase:

g =n2xf 11|07
4)" 2

4. Spektrum real:

1 Ab (sin nzb/T, (nﬂj
Rn:—an:— ——FFF | COS | —
T, U nzb/T,

5. Spektrum imajiner:

1 Ab (sinnzb/T, ) . (nﬂj
|, =—=b, =——| ————21|sin| —
2 T, | nzb/T, 2
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Kalau diperinci spektrum tersebut menjadi:

A=A A [ Bsingbimy, A=A, =|Asin@eb/T,), dst
'|'1 T 27

9020, 91:—97122, 0,=-0,=rm, 93:_03:3?”’ dst

A .
Rb=—, R =R,=0, R2=R2=—§sm(2;rb/Tl), R, =R, =0,

R,=R,= ﬁsin@ﬂb/ﬂ), dst

II:—I_lzgsin(nb/Tl), I, =-1,=0, I3:—I_3:£sin(3nb/Tl),

I, =1, =0, I5=—I75:§sin(5nb/T1), dst

Gambar 4.3 menjelaskan  bagaimana
penampilan spektrum-spektrum tersebut bersama
sifat-sifatnya. Spektrum amplitudo harus simetris
(fungsi genap) dan positif (nilai absolut), spektrum
phase selalu antisimetris (fungsi ganijil), spektrum
real selalu simetri, dan spektrum imajiner selalu
antisimetris. Gambar 4.3 adalah spektrum-
spektrum amplitudo, phase, real, dan imaginer

untuk gelombang kotak dengan lebar b = T1/4.
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//,.. \
A TN
T ~ 1
%

Gambar 4.3. Spektrum amplitudo (genap), phase
(ganjil), real (genap), dan imajiner (ganjil).
Spektrum amplitude mempunyai amplop
(pembatas) berupa nilai absolute sinus cardinal

((sin f) / ), yang akan melebar bila nilai b makin

74



kecil. Jarak antar garis spektrum selalu sama
dengan f;=1/T;.

Bila b = Ti/2, maka masalahnya menjadi
hampir sama dengan contoh 1. Perbeda- annya
hanya pada phase gelombangnya yang berbeda
T1/4. Dalam hal ini a;=A/2,dan a=a=az=
...= 0. Nilai a, menunjukkan adanya komponen
searah (DC) dalam x(t), yang sangat jelas karena
nilai rata-rata sebagian besar fungsinya berada di
atas sumbu absis (horizontal). Nilai a; = a; = a3 =
...= 0 menunjukkan bahwa x(t) tidak mempunyai
komponen cosinus. Ini dapat dimengerti karena bila
X(t) digeser turun sejauh A/2, fungsi x(t) akan
menjadi fungsi ganjil. Sementara itu berdasar
(3.42), nilai b,=2 1, , sehingga by = 2A / n, b, =0,
b; =2A /3%, bs=0, bs =2A/ 5z Nilai b, yang
tidak sama dengan 0 (untuk n ganijil) menunjukkan
bahwa x(tf) mempunyai komponen sinus dengan
frekuensi kelipatan ganijil dari f;. Dengan demikian
uraian (dekomposisi) dari x(t) dapat dituliskan
sebagai:

75



x@) = 2+ 2sin 2zt + 2Rsin6rtt+ 22sin10z 4 oo
2 3 Y4

Persamaan (4.43) dengan suku-suku sinus
ini sebenarnya sama dengan persamaan (4.33)
yang terdiri dari suku-suku cosinus. Pada umumnya
dalam perderetan Fourier kompleks, x(t) diuraikan
menjadi suku-suku cosinus (dengan beda fase). Ini
bukan merupakan masalah karena:
1. Fungsi sinus akan sama dengan fungsi
cosinus yang fasenya =/ 2.
2. Jumlahan fungsi sinus dan cosinus dengan
frekuensi yang sama akan menghasilkan
fungsi cosinus dengan amplitudo dan phase

tertentu (frekuensi sama).

4. 3. 4. Korelasi
A. Kroskorelasi
Dalam teori analisis harmonik, korelasi

memegang peranan yang sangat penting. Korelasi
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antara 2 buah fungsi adalah parameter yang
menunjukkan seberapa dekat hubungan antara 2
fungsi, yang secara matematis untuk fungsi
periodik

dirumuskan sebagai:

T,/2

Pa () == [X(0 %, (+0)

1-1,/2

dengan xi(t) dan xy(t) mempunyai frekuensi dasar
yang sama (1/T;) dan r adalah pergeseran waktu
kontinyu yang nilainya antara —4 s/d 4. Karena
formula matematis untuk korelasi berbentuk
integral, maka korelasi sering disebut sebagai
integral korelasi. Karena ¢12(7) merupakan korelasi
antara 2 fungsi waktu yang berbeda, maka ¢2(7)
dikenal sebagai kroskorelasi.

Salah satu sifat yang penting yang berhubungan
dengan integral kroskorelasi (4.44) adalah:

@, (n) = )?l(n) Xz(n)
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dengan  X,(n) dan X,(n) adalah transformasi
Fourier dari fungsi waktu xi(t) dan xp(t), dan
X, (n) adalah konjugate X, (n)

Relasi (4.45) dapat dijabarkan dengan
mengembangkan (expansion) x;(t) dan x(t) dalam
bentuk deret Fourier:

X ()= D X, (e

dan X, (t) = D X, (n)el* ™

yang spectrum kompleksnya adalah:

X (n)_ 1 e t) e 27 fit gy
1 _T_ IX1()e

1-1/2

T,/2
dan X,(n) == sz(t) e " hidt

1-1/2
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Dengan menuliskan xp(t + 7) pada persamaan
(4.49) dan memasukkannya pada persamaan
(4.44) akan diperoleh relasi:

T/2 T,/2

1 1 o e
T_ .[Xl(t) Xz(t+2') dt:T_ le(t) dt sz(n)eJZ f (t+7)

1-T,/2 1-T,/2 N=—o0

Dengan menempatkan tanda Sigma (penjumlahan)
berada di depan tanda integral di ruas kanan

persamaan (4.50) diperoleh:

T2 T/2

le(t) Xz(t-‘r’[) dt = sz(n)ejﬂbrfﬂ-ri le(t) ejn27rf1tdt

1-1/2 1-1/2

1

Berdasar (4.48), nilai integral terakhir pada

persamaan (4.51) adalah X,(n), sehingga (4.51)

menjadi:
1 T2 ® o
= )@ %, (t+7) dt= Y [X (X, (M)]e" ™
Tl -T,/2 N=-w

sehingga berdasar rumus transformasi Fourier,

spektumnya adalah:
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B 12 %
X, (mX, ()= j R P - jxl(t) X, (t+7) dt

1-1/2 1-T,/2

Dengan demikian:

T,/2
Tijxl(t) x,(t+7)dt dan X,(n)X,(n)

1-T,)2

merupakan pasangan transformasi  Fourier.
Kesimpulan terpenting yang dapat diambil dari
hubungan antara korelasi dan transformasi Fourier
adalah: “Integral korelasi antara xi(t) dan x(t)
dalam kawasan waktu akan menjadi perkalian

antara X ,(n)dengan X,(n)  dalam  kawacan

frekuensi”.

B. Autokorelasi

Autokorelasi suatu fungsi periodic  X(t)
adalah integral korelasi antara fungsi tersebut
dengan dirinya sendiri, sehingga bentuk fungsi

autokorelasinya adalah:
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T,/2

Pa(®) =7 [XOx+0) d

1-1/2

Transformasi Fourier dari fungsi autokorelasi

(4.55), berdasar persamaan (4.52) adalah:

T,/2 . }
Ti le(t) X, (t+7) dt = D [X, ()X, (M]e" ™ = 3|X, (n)" e"* '

1-1/2

nN=—o00

sehingga spectrum ¢;1(t) adalah:

D (n) = |F1(n)|2

Dalam hal
ini hubungan antara ¢ 11(t) dengan ®;;(n) adalah:

¢y (7) = ZCDH (n) R

N=—o0

dan sebaliknya

T/2

D, (n)=— J-¢11 (7) e " hdr

1-1/2
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4.3.5. Konvolusi
Konvolusi antara 2 fungsi waktu periodik
x1(t) dan x»(t) dengan periode T; adalah

T,/2

pa®) =7 O x(-D

1-T,/2

Sesuai dengan bentuk matematisnya, konvolusi
sering disebut sebagai integral konvolusi, yang
dalam proses penyelesainnya termasuk menggeser
sejauh r dan melipat (convolve) fungsi x»(t) menjadi
Xo(-1).

Fungsi konvolusi (4.60), kalau diuraikan
(expanse, decompose) dalam bentuk deret Fourier

akan menjadi:

T,/2

IXl(t) X,(z—t) dt = i[xl(n)xz(n)] g2z e

1-1/2

1

yang pasangan trasformasi Fouriernya dari adalah:
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1 T,/2 T1/2
Xl(n)Xz(n):T—I e n2rhigr = jxl(t)xz(f t) dt

1-1/2 1 -T,/2

Hubungan antara (4.61) dan (4.62) dapat dituliskan
dalam bentuk pasangan transformasi Fourier yang

sederhana, yaitu:

1 T,/2
= j X, (t) X, (z —t) dt dan

1-T1,/2

X1 (n)X,(n)

yang lebih mudah diingat dengan pernyataan:

“Integral konvolusi dalam kawasan waktu akan

menjadi perkalian dalam kawasan frekuensi”
Kebenaran persamaan (4.61) dapat

dibuktikan dengan memasukkan pengembangan

Xo(7—t) dalam bentuk deret Fourier, sehingga

diperoleh

T1/2 T1/2

= le(t) X, (7 —t) dt__ le(t) dt ZX (n) e 27 (-0

T 4 T 5 n=—
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Dengan menempatkan tanda Sigma (penjumlahan)
berada di depan tanda integral di ruas kanan
persamaan (4.64) diperoleh:

1 T2 o ' 1 T,/2 .
il le(t) X,(z—t) dt = Z xz(n)emznﬁr -|-_ J‘Xl(t) o-I2r fit g

1-1/2 1.-1,/2

atau

T,/2

J-Xl(t) XZ(T_t) dt = ixl(n) Xz(n)e""z”fﬂ

1-1/2

1

Jadi terbukti bahwa integral konvolusi antara xi(t)
dan xx(t) mempunyai hubungan pasangan

transformasi Fourier dengan Xi(n) Xz(n)

4. 4. Integral Fourier
4.4.1. Formulasi Integral Fourier

Integral Fourier adalah transformasi Fourier
untuk fungsi aperiodik atau transient, yaitu fungsi
waktu yang nilanya tidak terulang pada setiap

periode tertentu. Untuk men-dapatkan perumusan
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integral Fourier dapat dilakukan melalui pendekatan
dengan deret Fourier untuk fungsi periodik.
Pasangan transformasi Fourier untuk fungsi

periodik x(t) adalah:

% .
X(n) == J.x(t) e 27 ity

1-1,)2
dab i _
X(t) = D X(n)er ™

Dengan memasukkan (4.67) ke (4.68) akan
diperoleh:

o g T2 ,
X(t) — ZejnZHflt il J-X(O_) e—JﬂZn flado_

n=—o 1-T,/2

Karena 1/T; = f;, maka persamaan (4.69) dapat

ditulis menjadi

o /2
X(t)= Y e ", [x(o) e """ do

n=-o -T/2

Sekarang, bila T; menjadi tak berhingga (T;— ),
maka x(t) yang periodik akan menjadi aperiodik

(transient), frekuensi dasar f; akan menjadi
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diferensial df, kelipatan frekuensi dasar nf; akan
menjadi  frekuensi  kontinyu f, dan simbul
penjumlahan ¥ akan menjadi integral | dengan
kisaran (range) frekuensi kontinyu (-0 — ). Oleh
karena itu deret Fourier (4.70) akan berubah
menjadi:

x(t) = jeiz’f“df jx(a) e 17 '7dq

—00 —00

Persamaan (4.71) adalah transformasi Fourier
untuk fungsi aperiodik yang merupakan persamaan
integral, sehingga lebih dikenal sebagai Integral
Fourier. Berdasar persamaan ini x(t) akan

mempunyai integral Fourier bila:

_f|x(t)| dt = berhingga

—00

Dua relasi timbal balik (pasangan) transformasi
Fourier untuk fungsi aperiodik atau transient
(Integral Fourier), berdasar (4.71) dapat dituliskan

sebagai:

x(t) = TX(f)ejz”“df
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X ()= Tx(t) e 127 Mg

—00

4.4.2. Spektrum
Transformasi Fourier dari x(t), yaitu X(f), berdasar
(4.74) merupakan fungsi frekuensi yang kontinyu,
yang pada umumnya berbentuk kompleks. Oleh
karena itu X(f) disebut sebagai Spektrum
Kompleks, dan sering disebut juga sebagai
spektrum frekuensi, yang bersifat kontinyu
(spektrum kontinyu) dari fungsi aperiodik x(t).
Spektrum kompleks selalu dapat diuraikan
menjadi spektrum real R(f) dan spektrum imajiner
I(f), sehingga spektrum kompleks X(f) dapat
dituliskan sebagai:
X(f)=R(f)+jI(f)
Dari bagian real dan imajiner ini dapat diturunkan
pernyataan spektrum kompleks dalam bentuk yang

lain, yaitu spektrum amplitudo:

X (F)] = RE(f)+17(f)

dan spektrum fase:
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_ant D)
d(f)=tan R(T)

Spektrum fungsi aperiodik x(t) adalah spektrum
kontinyu, yang berarti bahwa fungsi aperiodik
mengandung semua frekuensi dari —o s/d +o
dengan perubahan nilai Af—0.

Contoh

Carilah spektrum pulsa kotak (fungsi kotak tunggal)
dengan tinggi A, lebar 2Ty, dan simetris terhadap
sumbu tegak (fungsi genap) seperti pada gambar
4.4,

X(r)

Gambar 4.4. Pulsa kotak (fungsi kotak tunggal)
Spektrum untuk pulsa kotak tersebut dapat

diselesaikan dengan menggunakan persamaan
(4.74), yaitu:
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sin2zT, f

0 To
_ —j2z ft _ —j2z ft _
X(f)_jx(t)e dt = jAe dt = 2AT, 2T |

-0 Ty

yang grafiknya dapat dilihat pada gambar 4.5.

X

4 Gambar 4.5. Spektrum X{f) dari
/ pulsa kotak tunggal x(r). Karena
/ \ w(t) fungsi genap maka X{f) = R(f)

AT

— 1 7 3
\ A

e " 210

4. 4. 3. Korelasi
A. Korelasi silang

Korelasi silang atau kroskorelasi antara dua
fungsi aperiodik atau transient Xx;(t) dan Xo(t)

adalah:
02 (0) = [ 10 X, (t+7) dt

sering disebut juga sebagai integral korelasi.

Kalau dalam kawasan waktu xi(t) dan x(t)

terhubung melalui integral korelasi, bagaimanakah
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hubungan antara Xi(f) dan Xy(f) dalam kawasan
frekuensi? Pertanyaan ini dapat dijawab sebagai
berikut. Transformasi Fourier invers dari xy(t + 7),
berdasar (4.13) adalah:

X, (t) = sz(f)eizﬂf“*f)df

Dengan memasukkan (4.80) kedalam persamaan
(4.79) akan diperoleh

le(t) X (t+7) dt= j'xl(t) dtIXZ(f)ejz”f(‘+T)df

Bila urutan integrasi pada (4.81) dibalik, akan

diperoleh hubungan:

J.Xl(t) X,(t+7)dt= Ixz(f) i2rtryf J’Xl(t) pizrttyy

Dengan menggunakan rumus transformasi

Fourier (4.74), maka conjugate spektrum x;(t), yaitu

X, (f) dapat dituliskan sebagai:
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Xy(f)= _[Xl(t) elzrftgt |
sehingga persamaan (4.82) menjadi:
J.Xl(t) Xz(t +T) dt = I)?l(f)xz(f)eJZIIfrdf

Persamaan (4.84) menunjukkan bahwa

integral x, (t) x, (t+7) dt adalah transformasi Fourier
dari X,(f) X,(f), sehingga transformasi inversnya

adalah;

X, () X,(f) = Teﬁ””dr Txl(t) X, (t +7) dt

Dengan demikian: le(t) X,(t+7)dt dan

X, (F)X,(F)

merupakan pasangan transformasi Fourier. Untuk
lebih mudah mengingatnya hubungan ini dapat
dikatakan: “Integral korelasi antara x;(t) dan X(t)

dalam kawasan waktu akan menjadi perkalian

antara  X,(f)denganX,(f) dim kawacan

frekuensi”.
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Theorema Parseval

Transformasi Fourier dari integral korelasi
antara x;(t) dan x»(t) yang terlihat pada persamaan
(4.84) berlaku untuk semua harga 7 . Bila 7 = 0,

maka (4.84) akan menjadi:

Txl(t) X, (t) dt = T)?l(f)xz(f) df = Txl(f)iz(f) df

Persamaan (4.87) ini lebih dikenal sebagai
theorema Parseval, yang mengatakan bahwa
integral perkalian antara 2 fungsi dalam kawasan
waktu, akan sama dengan integral perkalian antara
spektrum salah satu fungsinya dengan spektrum
conjugate fungsi yang lain dalam kawasan
frekuensi.
B. Autokorelasi

Autokorelasi sebuah fungsi adalah integral
korelasi fungsi tersebut dengan dirinya sendiri.
Oleh karena itu autokorelasi dari fungsi x;(t) dapat

dituliskan sebagai:
Pu(7) = [ %) X (t+7) dt
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Berdasar persamaan (4.84), dengan menggantikan
X2(t) dengan x;(t) akan diperoleh:

le(t) x (t+7)dt= jil(f)xl(f)e””“df = j|xl(f)|zejzﬂfrdf

Dengan demikian spektrum fungsi autokorelasi

¢1(7) adalah:
@, (F)=|X,(F)f

Persamaan (4.90) menunjukkan bahwa spektrum
suatu fungsi autokorelasi dari suatu fungsi sama
dengan spektrum amplitudo kwadrat dari fungsi
yang bersangkutan. Karena Amplitudo kuadrat
berkaitan dengan daya (power), maka spektrum
fungsi autokorelasi (4.90) merupakan spektrum
daya (power spectrum) dari fungsi waktu yang
bersangkutan.
4. 4. 4. Konvolusi

Konvolusi atau integral konvolusi antara dua
fungsi aperiodik atau transient Xx;(t) dan Xo(t)

adalah:
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pa(®) = [X, () %, (F—1) dt

Kalau dalam kawasan waktu x;(t) dan x(t)
terhubung melalui integral konvolusi, maka
hubungan antara X;(f) dan X,(f) dalam kawasan
frekuensi akan merupakan perkalian. Kebenaran
pertanyaan ini dapat dibuktikan sebagai berikut.
Transformasi Fourier invers dari xo(z —t), berdasar
(4.73) adalah:

X, (t) = sz(f)eﬂ”“”)df

Dengan memasukkan (4.92) kedalam persamaan
(4.91) akan diperoleh

IXl(t) X, (t+7)dt= le(t) dtJXZ(f) ei2rf C-0 g

Bila urutan integrasi pada (4.93) dibalik, akan

diperoleh hubungan:

J‘Xl(t) Xz(t+T) dt = Ixz(f) eli2rfryf le(t) e 27t gt
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Disini dapat ditulis ulang perumusan transformasi

Fourier (4.74) dari fungsi waktu x(t), yaitu X,(f):
X, ()= Txl(t) e 7t
shg pers menjadi: )
Txl(t) X, (z—t) dt= Txl(f)xz(f)ejz”f’df

Persamaan (4.96) menunjukkan bahwa

integral x, (t) x,(z —t) dt adalah transformasi Fourier
dari X,(f) X,(f), sehingga transformasi inversnya

adalah;

X,() X,(f) = Tejz”f’dr Txl(t) X, (7 —t) dt

Dengan demikian: le(t) X,(r—t) dt dan

merupakan pasangan transformasi Fourier. Untuk
lebih mudah mengingatnya hubungan ini dapat
dikatakan: “Integral konvolusi antara x;(t) dan x(t)

dalam kawasan waktu akan menjadi perkalian
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antara  X,(f)denganX,(f) dalam kawasan
frekuensi”.

Mengingat posisi  X,(f)dan X, (f)pada
(4.98) dapat dipertukarkan, maka posisi x;(t) dan
X2(t) juga dapat dipertukarkan, sehingga

pa(®) = [ %) (-1 dt= [%,0) X (-1 dt = py (7

Karena dalam proses penyelesaian integral
konvolusi ada proses perlipatan pada salah satu
fungsinya maka (4.99) sangat menguntungkan
untuk memilih fungsi mana yang sebaiknya dilipat

sehingga penyelesaiannya menjadi mudah.

4. 5. Bentuk-bentuk alternatif transformasi
Fourier

Transformasi Fourier adalah alat yang
sangat penting untuk pengolahan sinyal (signal
processing), sehingga transformasi ini sangat
banyak dipakai di bidang sains dan teknologi,
seperti di bidang matematika, fisika, tehnik (elektro,

komunikasi), geofisika, dan sebagainya. Oleh
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karena itu bentuk transformasi Fourier yang dipakai

juga berbeda satu sama lain.

Dalam buku-buku matematika dan fisika

Deret Fourier: x(t)=> X,e™ dan
X(n) = L Tx(t)ej”tdt

2r
Intrgral Fourier:  x(t) = IX(a) e/ da dan

1 % .
X = | x(@t)e "dt
(@) 277]; ()

Dalam buku-buku teknik (elektro, mesin,

komunikasi, fisika)
Deret Fourier: X(t)= Y X(n)e! dan
T,/2

X(n) = _% Jx(t) e "tdt

1-T,/2
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Integral Fourier:  x(t) = IX(a))ej”tda) dan

1 % :
X = | x(t) e '*'dt
() 27[[)()

dengan o adalah frekuensi sudut yang dimiliki oleh

x(H)

Dalam buku-buku geofisika dan pengolahan data

Deret Fourier: x(t) = > X(n)e™" " dan

n=—w0

1 T,/2
_ - —jn2xz fit
X(n) = [xe dt

1T,/
Integral Fourier: x(t) = IX(f) el "'df  dan

X ()= Tx(t) e 127 M

dengan f adalah frekuensi yang dikandung
okeh x(t)
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5.TEORI FILTER

5. 1. Dasar-dasar teori filter

Filter atau tapis adalah suatu perangkat
untuk menghilangkan atau paling tidak mengurangi
gangguan atau sinyal yang tidak diinginkan yang
menyertai suatu sinyal utama atau sinyal yang
diharapkan.

Sebagai suatu perangkat filter dapat
berwujud sebagai perangkat keras (hardware) atau
perangkat lunak (software). Sebelum computer
digital dikembangkan, filter hanya dikenal dalam
bentuk perangkat keras. Sebagai contohnya adalah
filter-filter frekuensi yang umumnya terdiri dari
rangkaian resistor R, inductor L, dan capasitor C.
Dengan perkembangan penggunaan computer
digital, peranan perangkat keras tersebut
digantikan dengan “program” atau yang lebih
dikenal sebagai perangkat lunak. Namun pada

dasarnya penyelesaian dengan computer digital
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merupakan simulasi dari perangkat keras yang
bersangkutan.

Filter yang berwujud perangkat keras pada
dasarnya adalah suatu sistem fisis, yaitu gabungan
atau kombinasi unsur-unsur yang tersusun secara
tertentu sehingga suatu input atau gangguan akan
menyebabkan tanggapan (response) atau output
yang karakteristik. Pada umumnya sistem fisis
dapat dinyatakan dengan tanggapan impulsnya,
sehingga suatu filter juga dapat dinyatakan dengan
tanggapan impulsnya. Jadi yang dimaksud dengan
filter dalam perangkat lunak adalah tanggapan
impuls filter tersebut.

Seperti diketahui, bila pada suatu sistem fisis
dengan tanggapan impuls h(t), bekerja suatu input
X(t), maka akan ada output y(t), yang harganya
adalah:

y(t) = j[x(/i)h(t 1) di= j[h(/I) X(t—A4) di
0 0
Ini adalah hubungan antara input-output suatu

sistem dalam kawasan waktu. Persamaan (5.1)
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dikenal sebagai integral konvolusi (atau konvolusi)
antara 2 fungsi waktu, yaitu x(t) dan h(t).
Persamaan ini biasanya dituliskan dalam bentuk
yang sederhana yaitu:
y(t) = x(t) * h(t) = h(t) * x(t)

dengan tanda * adalah simbul untuk konvolusi.

Dalam kawasan frekuensi hubungan input-
output suatu sistem menjadi lebih sederhana, yaitu;

Y(f)=X(f)xH(f)

dengan Y(f), X(f), dan H(f) adalah transformasi
Fourier dari y(t), x(t), dan h(t). H(f) secara umum
lebih dikenal sebagai fungsi pindah (transfer
function) sistem yang bersangkutan. Jadi hubungan
konvolusi dalam kawasan waktu akan menjadi
perkalian dalam kawasan frekuensi. Rumus
transformasi Fourier dari kawasan waktu ke

kawasan frekuensi adalah:

X ()= Tx(t) e 1271t g

—00

dan rumus inversinya (dari kawasan frekuensi ke

kawasan waktu) adalah:
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x(t) = TX(f)eJZ”“df

Ada satu lagi rumus yang sering muncul dalam
teori filter, yaitu integral korelasi

antara 2 fungsi yang berbeda (kroskorelasi) @i
dan integral korelasi suatu fungsi dengan dirinya
sendiri (otokorelasi) @11, yang perumusannya

adalah:

02() = [ 1,0 F,(t+0) c

dan  ¢,(7) = T £.(t) f(t+7) dt

5. 2. Filter penghilang ghost

Ghost (hantu) atau gema adalah sinyal
gangguan yang biasanya muncul pada survai
seismic pantul dalam eksplorasi minyak di daratan
(onshore). Pada survai seismic di daratan, sumber
gelombang yang dipakai adalah dinamit yang
diledakkan pada kedalaman tertentu. Oleh karena

itu sinyal seismic utama yang menjalar ke bawah
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selalu diikuti oleh sinyal seismic yang dipantulkan
oleh permukaan bumi. Sinyal pantul ini
amplitudonya lebih kecil dari pada sinyal utama
dengan factor R, vyaitu koefisien refleksi pada
bidang permukaan yang nilainya < 1. Polaritas
sinyal pantul ini akan terbalik terhadap polaritas
sinyal utama karena bidang pemantulnya adalah
permukaan bebas (gambar 5.1). Karena
polaritasnya yang terbalik tersebut, sinyal pantul ini
disebut sebagai ghost (dalam dunia televisi, yang
dimaksud dengan ghost adalah bayangan di
samping gambar utama yang mengganggu dan
sifatnya terbalik, misalnya rambut yang biasanya

hitam akan kelihatan putih)

Sinyal utama

\ /N

\/Shlyal ghost

Gambar 5.1. Sinyal seismic yang diikuti oleh ghost
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Sinyal utama yang diikuti oleh ghost yang
menjalar ke bawah tersebut akan dipantulkan ke
atas oleh bidang-bidang batas antar perlapisan
batuan, kemudian direkam oleh deretan geofon
yang ada di atas permukaan tanah. Setiap sinyal
pantul akan menggambarkan profil bidang
pemantul. Adanya sinyal ghost akan menyebabkan
setiap bidang pemantul kelihatan dobel, sehingga
gambaran struktur bawah permukaan yang
diperoleh tidak sesuai dengan kenyataan. Ghost ini
dapat dihilangkan dengan filter penghilang ghost
(deghosting filter). Berikut ini akan dijelaskan
analisis perancangan filter penghilang ghost
tersebut

Andaikan sinyal utama adalah f (t), maka
sinyal ghost adalah —R f(t—7), dengan R adalah
koefisien refleksi bidang permukaan (termasuk efek
atenuasi) dan r adalah selisih waktu kedatangan
sinyal utama dengan ghost (2 kali waktu penjalaran

gelombang seismic dari sumber ke permukaan).
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Gambar 5.2 menjelaskan bagaimana fungsi
input yang masuk pada filter penghilang ghost
dengan tanggapan impuls h (t) dan bagaimana
fungsi output yang diharapkan. Input yang masuk
adalah sinyal utama yang diikuti oleh sinyal ghost,
sehingga fungsi input tersebut adalah:

xt)=f@t)-Rf(t—17)
Sementara itu output yang diharapkan adalah
sinyal yang bebas ghost, sehingga fungsi output
tersebut adalah:
y(t) = f()
Untuk mendapatkan tanggapan impuls h (t) filter
yang bersangkutan dapat dilakukan analisis dim
kawasan frekuensi. Kalau transformasi Fourier
sinyal utama adalah F (f),
maka transformasi Fourier fungsi inputnya adalah:
X(f)=F(f)-RF(f)e " =(1-Re >*")F(f)
dan transformasi Fourier fungsi outputnya adalah:
Y(f)=F(f)
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Input Output

—_— —_—

Simyal utama + ghost Smyal bebas ghost

Gambar 5.2. Input dan output filter penghilang
ghost

Dalam kawasan frekuensi hubungan input output
adalah:

Y(f)=X(f)H(f)
sehingga fungsi pindahnya adalah:

CY(f) F(f) 1

Hin = X(f) (@—Re>")F(f) 1-Re "

Dalam teori perderetan fungsi (deret pangkat)

berlaku hubungan:

1
e =l XA XXX e,
1-x

sehingga persamaan (5.13) dapat dituliskan
menjadi:

1

H(f) = 1_Re—j27z’fr
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Tanggapan impuls filter penghilang ghost dapat
diperoleh dengan melakukan transformasi Fourier

invers terhadap persamaan (5.15), menjadi:

h(t) = 5(t) + RS(t —7) + R%0(t — 27) + R*S(t —37) + R*S(t —47) + ...

Persamaan (5.16) merupakan deretan impuls
panjang « yang masing-masing terpisah sepanjang
waktu 7z, dengan amplitude 1, R? R® R* dan
seterusnya (R < 1). Gambar 5.3 melukiskan
tanggapan impuls filter penghilang ghost yang
berupa deret impuls tersebut.

Untuk  mengujinya tanggapan impuls ini
dikonvolusikan dengan input yang terdiri dari sinyal
asli yang diikuti oleh ghost (gambar 5.1). Caranya
tanggapan impulsnya h(t) dibalik dulu kemudian
digeser kekanan. Pada saat sinyal utama
bersinggungan dengan impuls yang pertama, maka
akan dihasilkan sinyal utama itu sendiri. Pada saat
sinyal utama bersinggungan dengan impuls kedua
maka sinyal ghost akan bersinggungan dengan

impuls pertama, sehingga integral hasil kali input
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dengan tanggapan impuls filter akan sama dengan
0. Dan seterusnya bila sinyal utama bersinggungan
dengan impuls ke i dan sinyal ghost bersinggungan
dengan impuls yang ke i -1, hasilnya akan selalu
sama dengan 0. Jadi konvolusi antara input (sinyal
utama diikuti ghost) dengan tanggapan impuls filter
(deretan impuls panjang «) adalah sinyal utama

yang bebas ghost.

‘ IR: R —

0 T Y d

Gambar 5.3. Tanggapan impuls filter penghilang
ghost

Harga r yang berhubungan dengan filter
tersebut diatas dapat dicari dengan menghitung
otokorelasi sinyal input (seismogram yang
mengandung sinyal-sinyal pantul yang diikuti oleh

ghost). Otokorelasi ini akan maksimum bila
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pergeserannya sama dengan z, sehingga harga r
dapat ditentukan.

Aplikasi filter penghilang ghost ini harus hati-
hati, karena apabila filter ini dikenakan pada input
yang tidak mengandung ghost, filter ini justru akan
memunculkan sinyal secara berulang-ulang dengan
periode ¢ (walaupun amplitudonya mengecil).
Dalam keadaan ini filter justru akan bernyanyi
(singing).

Realisasi penggunaan filter penghilang ghost
ini secara digital (computer) sangat sederhana
karena filternya yang sudah berbentuk diskrit
tersebut.  Selebihnya tinggal menggunakan
subroutine korelasi dan konvolusi. Walaupun sudah
jarang digunakan filter penghilang ghost juga dapat
dikerjakan  secara analog, Vyaitu dengan
menggunakan device penjumlah, penunda waktu (=
) dan pengali (x R), seperti yang terlihat pada
gambar 5.4.
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Pita magnetik [dﬁlﬁ analog)

Head (pembaca tape)

Input Output
Kl_/p-:n jumlah

peng a]] penunda waktu

Gambar 5.4. Realisasi filter penghilang ghost
secara analog

5. 3. Filter penghilang reverberasi

Reverberasi atau gaung adalah gangguan yang
biasanya muncul pada survei seismik pantul yang
dilakukan di atas laut (offshore). Gangguan ini
berupa sinyal pantul bolak- balik oleh dasar dan
permukaan air laut. Sinyal ini cukup kuat karena
atenuasi gelombang siesmik di dalam air adalah
sangat kecil, dan keofisien refleksi permukaan air
laut adalah sama dengan —1 (pantulan permukaan
bebas). Jadi sinyal gangguan ini akan berupa sinyal
pantul bolak-balik pertama, kedua, ketiga dan
seterusnya. Polaritas sinyal pantul bolak-balik
pertama adalah berlawanan dengan polaritas sinyal

utama, polaritas sinyal pantul bolak-balik yang
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kedua sama dengan polaritas sinyal utama, dan
seterusnya bergantian terbalik dan sama. Gambar
5.5 menjelaskan bagaimana reverberasi atau
gaung terjadi pada lapisan air laut. Di sini terlihat
bahwa gelombang yang menjalar ke bawah

Sumber

Air laut

Dasar laut

L

Smyal :  utama gaung | gaung 2 Zaung 3

Gambar 5.5. Reverberasi oleh lapisan air laut
adalah sinyal utama yang diikuti oleh sinyal gaung
1, sinyal guang 2, dan seterusnya. Dengan
demikian sinyal yang dipantulkan oleh sebuah
bidang batas perlapisan batuan bawah laut akan
berupa deretan sinyal-sinyal tersebut di atas,
sehingga 1 bidang pantul dapat ditafsirkan sebagai
banyak bidang pantul. Gambar 5.6 melukiskan

sinyal seismik yang mengandung gaung.
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| B =
0 U .U_R 2 u 3|_| . PR

Gambar 5.6. Sinyal seismik yang mengandung
gaung

Untuk menghilangkan sinyal-sinyal gaung ini
diperlukan suatu filter yang dikenal sebagai filter
penghilang gaung (dereverberation filter).
Perancangan filter ini dapat dimulai dengan
hubungan antara input, tanggapan impuls filter, dan
output. Input harus berupa sinyal utama yang diikuti
oleh deretan sinyal gaung, sedangkan outputnya
adalah sinyal utama yang sudah bebas dari gaung.

Andaikan sinyal utama adalah f (t), maka
sinyal seismic yang mengandung gaung adalah:

x(t) = () =R F(t—7)+Rf(t—27) — R (t—3) +ovvernn.

dan outputnya adalah:
y(t) = f(t)
Kalau tanggapan impuls filter tersebut adalah h (t),

maka akan berlaku relasi:
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y(t) = x(t) *h(t) = h(t) = x(t)
Dalam kawasan frekuensi relasi ini akan menjadi :
Y (f)=X(f)H(f)
Kalau transformasi Fourier f (t) adalah F (f), maka
transformasi Fourier x (t) adalah:
X(f)=F(f)—-Re " F(f)+ R "F(f)-R% " F(f)+.....

dan transformasi Fourier output y (t) adalah
Y(f)=F(f)

Dari persamaaan (5.20), (5.21), dan (5.22) akan
diperoleh fungsi filter (dalam kawasan frekuensi),
yaitu:

Hery = YD 1

Dengan membagi langsung pembilang dgn

penyebut pada persamaan (5.23), diperoleh:
H(f)=1+Re*"

Transformasi Fourier balik dari H (f) akan

memberikan tanggapan impuls filter:
ht)=0(t)+Ro(t—7)
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Jadi tanggapan impuls filter penghilang ghost
adalah sangat sederhana, yaitu dua buah impuls
dengan luas 1 dan R dan terpisah sejauh z seperti

yang terlihat pada gambar 5.7.

f T

Gambar 5.7. Tanggapan impuls filter dereverberasi

Tanggapan impuls pada gambar 5.7 ini,
kalau  dikonvolusikan  dengan input yang
mengandung sinyal utama dan gaung pada gambar
5.6 akan menghilangkan semua sinyal gaung dan
menampilkan sinyal utamanya.

Pengfilteran dereverberasi dengan computer
sangat mudah dilaksanakan vyaitu tinggal
menggunakan subroutine konvolusi yang
dioperasikan pada input (digital) dan tanggapan
impuls filter dereverberasi. Untuk mencari harga r

tinggal panggil subroutine otokorelasi yang
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dioperasikan pada input, karena nilai otokorelasi
akan maksimum jika pergeserannya sama dengan
7.

Pengfilteran secara analog juga dapat
dilakukan dengan menggunakan device delay
untuk menunda sinyal sepanjang ¢ , amplifier
dengan gain R, inverter untuk membalik polaritas
sinyal, dan penjumlah untuk menjumlahkan 2 sinyal
atau lebih. Semua device ini dirangkai seperti pada
gambar 5.8.

Pita magnetik {data analog)

Q LJ Head (pembaca tape) Q
Input | J

Pengali Pembalik Penunda
Polaritas waktu m
Output

Penjumilah

Gambar 5.8. Pendfilteran dereverberasi secara

analog

5. 4. Filter frekuensi
Filter frekuensi ada banyak jenisnya, namun yang

umum dan banyak dipakai adalah:
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Filter penerus frekuensi rendah (low pass filter),
yaitu filter yang hanya meneruskan sinyal
dengan frekuensi antara 0 sampai dengan fy,
dengan fy adalah high cut off frequency dari
pada filter. Di sini bandwidth atau lebar pita B =
fu

Filter penerus frekuensi tinggi (high pass filter),
yakni filter yang hanya meneruskan sinyal
dengan frekuensi yang lebih besar dari pada f_
yang biasa disebut low cut off frequency dari
pada filter.

Filter penerus pita frekuensi (band pass filter),
adalah filter yang hanya meneruskan sinyal
dengan frekuensi antara f_ dan fy, yakni low cut
off frequency dan high cut off frequency dari
pada filter. Dalam hal ini lebar pita atau
bandwidth adalah B = f; — f,

Filter penolak frekuensi tertentu (notch filter)
adalah filter yang menghilangkan sinyal dengan
frekuensi tertentu, misalnya frekuensi PLN (50
Hz).
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Analisis perancangan filter frekuensi mudah
dilakukan dalam kawasan frekuensi, karena antara
input X(f), output Y(f), dan fungsi pindah filter H (f)
berlaku hubungan:
Y(f)=H(f)xX(f)

Persamaan (5.26) menunjukkan bahwa filter akan
meneruskan sinyal berfrekuensi tertentu bila pada
frekuensi itu nilai H(f) = 1, dan akan menolak sinyal
berfrekuensi tertentu bila pada frekuensi itu nilai
H(f) = 0.

5. 4. 1. Filter penerus frequensi rendah

Filter penerus frekuensi rendah (filter lolos rendah,
low pass filter) meneruskan sinyal dengan
frekuensi antara 0 sampai dengan frekuensi
tertentu fy, yang disebut sebagai high cut off
frequency. Jadi secara fisis fungsi pindah filter lolos
rendah dapat dilihat pada gambar 5.9 kiri. Namun
secara matematis fungsi pindah tersebut harus
seperti pada gambar 5.9 kanan, karena secara

matematis  dimungkinkan  frekuensi  bernilai
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negative. Tapi perlu diingat bahwa bila secara fisis
nilai H(f) = 1, maka secara matematis (dengan
frekuensi positif dan negative) nilainya juga = 1. Ini
kelihatan aneh kenapa filter secara fisis mempunyai
tinggi yang sama, tapi lebar yang berbeda. Ini
dapat dijelaskan dengan menguraikan fungsi input
berbentuk cosinus menjadi 2 fungsi cosinus yang

mempunyai frekuensi positif dan negatif:

X(t) = Acos (27 ft)=05Acos(2zft)+05Acos(-2x ft)

Dengan demikian perkalian filter fisis maupun
matematis akan memberikan output yang sama,
yaitu y (t) = Acos (2 = ft).

Perancangan filter frekuensi berdasar formula
matematis (dengan program computer) tentu harus
mengacu pada filter matematis. Jadi fungsi pindah
filter lolos rendah merupakan fungsi kotak simetris

setinggi 1 dan sepanjang 2 fy (gambar 5.9, kanan).
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H{f) H{f

0 _f'u ~fu 0 'f]l

Gambar 5.9. Fungsi pindah filter lolos rendah
dalam kawasan
frekuensi secara fisis (kiri) dan secara matematis

(kanan)

Tanggapan impuls filter (dalam kawasan waktu)
dapat diperoleh dengan trasformasi Fourier invers
fungsi pindahnya. Bila fungsi pindahnya berupa
fungsi kotak, maka tanggapan impulsnya adalah:
h(t) = 21, sin2z f,t
mf,t
Fungsi pada persamaan (5.28) terkenal dengan
nama sinus cardinal (sinc) yang bentuknya dapat

dilihat pada gambar 5.10.
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0 T e T A T 8

Gambar 5.10. Tanggapan impuls filter lolos rendah
yang berbentuk sinus kardinal
Pendfilteran frekuensi lolos rendah dengan
computer digital dapat dilaksanakan dengan jalan
mendigitalkan tanggapan impulsnya (persamaan
28), kemudian mengkonvolusikan- nya dengan
sinyal input (digital) yang ingin difilter.
5. 4. 2. Filter penerus frekuensi tinggi

Filter penerus frekuensi tinggi (high pass
filter) atau filter lolos tinggi adalah filter yang hanya
meneruskan sinyal yang frekuensinya lebih besar
dari frekuensi tertentu f_, yaitu low cut off
frekuensinya. Dengan demikian, secara fisis fungsi
pindah filter lolos tinggi H(f) akan = 0 untuk f < f_
dan akan = 1 untuk f > f_.. Gambar 5.11 adalah
fungsi pindah filter lolos tinggi secara fisis dan

secara matematis.
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Sekarang masalahnya adalah bagaimana
mendapatkan tanggapan impuls filter lolos tinggi
tersebut dari fungsi pindahnya. Aplikasi rumus
transformasi Fourier akan sulit karena batas
integrasinya adalah + o. Namun dengan
menggunakan sedikit trik tanggapan impuls yang
dimaksud dapat dicari dengan mudah.

H{f) H(f)

1.0 1.0 li

0 M - 0 fi

Gambar 5.11. Fungsi pindah filter lolos tinggi
secara fisis (kiri) dan matematis (kanan)
Gambar 5.12 menjelaskan bagaimana trik tersebut
dilakukan. Fungsi yang berbentuk parit dapat
diganti fungsi konstan dikurangi dengan fungsi

kotak.

Gambar 5.12. Fungsi parit = fungsi konstan — fungsi
kotak
Transformasi fungsi constant adalah fungsi delta,

sedang transformasi Fourier fungsi kotak adalah
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sinus cardinal. Jadi tanggapan impuls filter lolos
tinggi adalah fungsi delta dikurangi fungsi sinus
cardinal, yang secara matematis dapat dituliskan
sebagai:
sin 2z f t
h(t)=0(t)-2f, ———~
(t) =o(t) - 21, 27t 1

yang bentuknya dapat dilihat pada gambar 5.13.

hir)

.

a(r)

/AN BVA

\V/

Gambar 5. 13. Tanggapan impuls filter lolos tinggi

5. 4. 3. Filter penerus pita frekuensi

Filter penerus pita frekuensi (band pass
filter) atau filter lolos pita adalah filter yang hanya
meneruskan sinyal-sinyal yang frekuensinya
berkisar antara f_ (low cut off frequency) dan fy
(high cut off frequency). Fungsi pindah filter ini

secara fisis akan = 1 untuk frekuensi antara f_ dan
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fu, dan = 0 untuk frekuensi diluar itu. Secara
matematis fungsi pindah ini akan = 1 untuk
frekuensi antara —f. dan —fy dan antara f_ dan fy,
dan = 0 untuk frekuensi di luar kedua range
frekuensi tersebut. Fungsi pindah filter lolos pita ini
dapat dilihat pada gambar 5.14

HIf)

i Ju

Gambar 5.14. Fungsi pindah filter lolos pita

Tanggapan impuls filter lolos pita dapat
diturunkan dari fungsi pindahnya, yaitu transformasi
Fourier baliknya. Banyak cara untuk
mengerjakannya, yaitu:i) dikerjakan langsung
menggunakan perumusan matematiknya, i)
menggunakan rumus pergeseran (fungsi kotak
yang digeser kekiri dan kekanan), iii) menggunakan
teori modulasi amplitude, dan iv) menguraikan
fungsi pindah menjadi: fungsi kotak dengan lebar 2

fu dikurangi dengan fungsi kotak dengan lebar 2 f,.
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Cara terakhir adalah yang paling mudah, dan hasil
transformasinya (tanggapan impulsnya) adalah:
ht) = 21, sin2z f,t L sin2zf t
2w f t 2rf t

5. 4. 4. Filter penolak frequensi tertentu

Filter penolak frekuensi tertentu (notch filter)
kadang-kadang  diperlukan  misalnya  untuk
menghilangkan gangguan berfrekuensi 50 Hz yang
berasal dari jejaring PLN. Dalam kawasan
frekuensi, fungsi pindah filter ini harus berharga 1
kecuali pada frequensi tertentu (misal 50 Hz) yang
berharga 0. Secara matematik fungsi pindah notch
filter bernilai 1 untuk semua frekuensi (positif dan
negatif) kecuali pada frekuensi + f, yang harganya
sama dengan 0. Fungsi pindah filter ini dapat

diliahat pada gambar 5.15.

Hif)

Vo

— 0 fi

Gambar 5.15 Filter penolak frekuensi tertentu.
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Secara matematis fungsi pindah filter ini dapat
dituliskan sebagai:
H(f)=10-5(f - f,) -5 (f +f,)
dan transformasi  Fourier  baliknya akan
menghasilkan tanggapan impuls filter penolak
frekuensi tertentu, yaitu:
h(t)=1.0-2cos (27 f,t)
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6. TRANSFORMASI 2z

6. 1. Pengertian transformasi z
Transformasi z merupakan bentuk lain dari
transformasi
Laplace maupun Fourier. Kalau transformasi
Laplace dan Fourier dapat dikenakan baik pada
fungsi-fungsi  diskrit maupun analog, maka
transformasi z hanya dapat dikenakan pada fungsi
diskrit. Suatu deret runtun waktu adalah contoh
fungsi diskrit yang sangat sesuai untuk dianalisis
dengan menggunakan transformasi z.
Andaikan ada deret runtun waktu fi
sebanyak / sepanjang N sampel / data
fo=(f, f,, f,, f5, . , fy)
maka transformasi z dari fx adalah:
F(2)=f,+fz+f,2°+f,2%+........ +f,z

atau:

N
F(z)=> f 2
k=0
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Persamaan (6.3) ini merupakan persamaan
polinomial dalam z dengan koefisien-koefisien f.
Secara matematis fungsi digital tidak harus dimulai
dengan digit yang ke 0, tapi dapat dari —o,
sehingga secara lebih umum transformasi z fungsi

digital f; adalah:
N
F(z)= > f 2"
k=—0

Suatu deret runtun waktu akan terdefinisi
dengan baik kalau waktu cupliknya At diketahui.
Akan tetapi dalam transformasi z waktu cuplik ini
tidak terlihat. Ini tidak menjadi masalah kalau
kawasan z hanya dipakai untuk penyelesaian
masalah beserta analisisnya, yang hasilnya
ditransformasi balik ke kawasan waktu. Waktu
cuplik akan muncul pula pada transformasi dari
kawasan z ke kawasan frekuensi.

Catatan: Banyak buku menggunakan z*

untuk transformasi z nya.
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6. 2. Transformasi z dan konvolusi
Andaikan ada 2 deret runtun waktu fi dan
Ok, yang bentuknya adalah:
f.=(14 2, 1)

dan g, =(L 2, 2, 1)

maka transformasi z dari fx dan g« adalah:
F(z)=1+2z+17°

dan G(z) =1+2z +27°+17°

Sementara itu konvolusi antara fx dan gix adalah:
foxg. =@ 4, 7, 7, 4, 1)
dan perkalian antara F(z) dan G(z) adalah:
F(z) G(z) = (1+2z2+72%) (1+22+27°+7°)
=1+4z2+72°+72°+47* +7°
Kalau diperhatikan, persamaan (6.10)
adalah persamaan polinomial dalam z (deret
pangkat), yang koefisien-koefisiannya sama
dengan nilai-nilai hasil konvolusi antara fx dan gx.

Jadi kesimpulannya adalah: “Konvolusi dalam

kawasan waktu akan menjadi perkalian dalam
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kawasan z’. Hal ini mirip dengan kenyataan:
Konvolusi dalam kawasan waktu akan menjadi
perkalian dalam kawasan s (transformasi Laplace)
dan kawasan frekuensi (transformasi Fourier).

Kita mengetahui bahwa hubungan antara
output y(t), input x(t), dan tanggapan impuls h(t)
suatu sistem fisis adalah:

y(t) = x(t) = h(t)
sehingga hubungan ini dalam kawasan z adalah:
Y(z) = X(2) H(2)

Hubungan antara output, input, dan tanggapan
impuls sistem dalam kawasan z yang melalui
operasi perkalian yang sederhana ini dapat
digunakan untuk analisis perancangan filter-filter
digital, mengingat filter-filter tersebut merupakan
perwujudan (manifestasi) dari sistem-sistem fisis.
Dalam perancangan filter, yang terpenting adalah
bagaimana mendapatkan tanggapan impuls h(t)
filter yang bersangkutan. Kalau input dan output

diketahui maka tanggapan impuls filter dalam
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kawasan z, menurut persamaan (6.12) adalah:

H(z):%
Sekarang masalahnya  adalah bagaimana
mendapatkan H(z) yang berbentuk persamaan
polinomial dalam z (deret pangkat dalam z) dari
hasil bagi antara Y(z) dan X(z) tersebut, sehingga
dapat diporoleh tanggapan impuls dalam kawasan
waktu h(t) atau hy. Dengan kata lain bagaimana
melakukan transformasi z terbalik (inverse z-

transform).

6. 3. Transformasi z balik

Transformasi z balik (inverse) umumnya
berhubungan dengan fungsi rasional dalam z,
seperti yang terlihat pada persamaan (6.13).
Transformasi z balik suatu fungsi yang berbentuk
deret pangkat dari z adalah koefisien-koefisien
deret pangkat tersebut.
Jadi inti transformasi z balik adalah merubah fungsi

rasional dalam z menjadi fungsi yang berbentuk
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deret pangkat dalam z. Ada beberapa cara

mengerjakan transformasi z balik ini, yaitu:

a. Metode perderetan
Apabila F(z) berupa fungsi rasional maka
perderetan dapat dilakukan membagi langsung
pembilang dengan penyebut. Dalam pembagian
langsung ini dimungkinkan menghasilkan fungsi
deret pangkat yang yang nilainya naik dan yang
nilainya turun. Untuk lebih jelasnya kita

menderetkan suatu fungsi rasional yang sederhana

. 1
altu: F(z) =—
y (2) 2,

Kalau dilakukan pembagian langsung maka akan
dapat diperoleh 2 fungsi deret pangkat (keduanya
adalah betul), yaitu:

F(z)=1+2z+42° +82° +162" +..........

Dan F(z) T T S
2 4 8 16

Kalau F(z) adalah sebuah filter, maka penyelesaian
yang kita pilih adalah fungsi deret pangkat yang

koefisien-koefisiennya konvergen, agar filter yang

131



bersangkutan stabil. Jadi penyelesaian yang harus
kita pilih adalah yang kedua, yaitu persamaan
(6.16).

Dalam perderetan ini dimungkinkan mendapatkan
fungsi deret pangkat dengan z berpangkat positif,
negatif, atau campuran. Yang penting koefisien-

koefisiennya harus konvergen.

b. Metoda pengembangan menjadi fungsi-fungsi
rasional sederhana.

Metoda ini banyak dipakai dalam
menyelesikan masalah integral untuk fungsi
rasional yang sukar. Suatu fungsi rasional terdiri
dari nominator N (bagian atas atau pembilang) dan
denominator D (bagian bawah atau penyebut).
Akar-akar fungsi deret pangkat pada nominator
akan merupakan titik-titik “zero” yang menyebabkan
fungsi rasional ybs berharga 0, sedang akar-akar
fungsi denominator akan merupakan “pole” (kutub)
yang menyebabkan fungsi rasional yang

bersangkutan berharga .
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Prosedur untuk mengembangkan fungsi

pecahan ini adalah:
1. Buat z pangkat tertinggi pada N satu tingkat
lebih kecil dibandingkan dengan pangkat

tertinggi pada D, dengan cara membagi
langsung N/D.

Contoh:
3
z
F(2) = 5———
(2) 22 -27-3
22-2z2-3) 7° (z+2
22 -27*-3z
22°+3z
2722 -47-6
72+6

Pembagian ini menghasilkan (z + 2) dan
masih kelebihan (7 z + 6), sehingga

persamaan (6.16) dapat dituliskan menjadi:
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72+6
F(2)=(z+2)+ ——
(2)=(z+2) 7 5, 3

Transformasi z balik untuk suku pertama
ruas kanan adalah (2, 1), dan transformasi z
balik suku kedua yang harus dikerjakan pada
prosedur berikutnya.

2. Mencari akar-akar (titik-titik kutubnya) dari
denominator D.
Suku kedua pada ruas kanan persamaan (6.18)
adalah:

lz+6 7z+6
2°-272-3 (z+1)(z-3)

G(2) =

Persamaan (6.19) menunjukkan bahwa G(z)
mempunyai kutub kutub di z = -1 dan z = 3.
Persamaan (6.19) akan dapat dikembangkan
menjadi jumlahan fungsi-fungsi rasional yang lebih
sederhana, yaitu:

72+6 A B

G(z) = = +
(z+1) (z-3) (z+1) (z-3)

Nilai-nilai A dan B dapat ditentukan dengan

memasukkan nilai-nilai  z tertentu kedalam
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persamaan (6.20), yang mudah adalah nilai z pada
kutub-kutubnya. Untuk itu persamaan (6.20) dapat
diubah menjadi:

72+6=A(z-3)+B(z+1))
Kemudian ruas kiri dan kanan persamaan
(6.21) dievaluasi pada kutub-kutubnya:
Untuk z=3 = 21+6=B(3+1) = B=
2714
Untuk z=-1 = -7+6 = A(-1-3) = A=
1/4
Jadi hasil pengembangan dari persamaan
(6.20) adalah :

1 1 27 1

G(z)== +—
4 (z+1) 4 (z-3)

Transformasi z balik dari G(z) kemudian
dapat diperoleh dengan mudah, yaitu dengan

menderetkan fungsi-fungsi rasionalnya.

Bentuk pengembangan persamaan (6.20)
sangat bergantung dari nilai-nilai akar

denominatornya, yang setiap akarnya dapat
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berbeda, kembar 2, dan bahkan kembar 3.
Sebagai contoh, fungsi rasional:

_N@) _ N(2)

F(Z)_ D 2 3
(2) (z-2)(z-h)"(z-¢)

denominatornya mempunyai 1 akar tunggal
a, 2 akar kembar b , dan 3 akar kembar c.
Bentuk pengembangan persamaan (6.23)

adalah:

A B, B,z C, N C,z +C3z(z+c)

F(z) = + + >+ 5 3
(z-a) (z-b) (z-b)* (z-c) (z-¢) (z-c)

. Penyelesaian analitis dari rumus transformasi z
balik.

Rumus transformasi z balik dalam bentuk
persamaan integral dari F(z) adalah:

Persamaan (6.25) ini harus diselesaikan dalam
2 bagian, yaitu untuk k < 0 dan k > O.
Penyelesaiannya menggunakan variabel

kompleks dengan teori residunya.
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6. 4. Transformasi Laplace dan perancangan
filter

6. 4. 1. Transformasi Laplace

Transformasi Laplace dari suatu fungsi waktu f (t)
didefinisikan sebagai:

F(s) = jo“’ f(t) e dt,

dengan s adalah variabel frekuensi kompleks, yang
bentuknya adalah:

S=0+ jo
sehingga bidang s merupakan bidang kompleks
dengan sumbu horizontal o dan sumbu vertikal jo

Sementara itu, transformasi Laplace balik dari F
(s) adalah:

F(t) = —— [“7“F(s) et ds
2 1) Jo-ie

Seperti halnya transformasi z, maka transformasi
Laplace balik juga dapat dilakukan dengan jalan
pengembangan menjadi fungsi-fungsi rasional
tertentu, yang transformasi Laplace baliknya sudah
diketahui (tabel), seperti fungsi-fungsi impuls,

undak, ramp, sin, cos, exp, dan sebagainya.
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Cara yang lain adalah menyelesaikan persamaan
(6.28) dengan menggunakan variabel kompleks
dan teori residunya yang cukup sulit (tidak dibahas
di sini).
6. 4. 2. Perancangan Filter dan Fungsi Pindah
Teori filter telah berkembang sejak lama,
yang analisisnya pada bidang s atau dalam
kawasan frekuensi kompleks. Dalam kawasan ini
suatu filter dapat dinyatakan dgn Fungsi Pindah
(Transfer Function) nya, yang biasanya disimbulkan

dengan H (s).

Secara fisis H (s) adalah transformasi Laplace dari
tanggapan impuls (impuls response) filter yang
bersangkutan h (t).

Hubungan antara input dan output suat filter dalam
kawasan frekuensi kompleks ini sangat sederhana,
yaitu:

Y (s) = X(s) H(s)
dengan Y (s) adalah tranformasi Laplace dari

output y (1), dan X (s) adalah transformasi Laplace
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dari input x (t). Dengan demikian, fungsi pindah
filter dapat ditentukan dari:
H(s) :%

Dengan demikian fungsi pindah H (s) umumnya
berupa fungsi pecahan (rasional) pada kawasan s,
seperti yang terlihat pada persamaan (6.30). Fungsi
rasional terdiri dari pembilang (nominator, N) dan
penyebut (denominator, D). Akar-akar N akan
berkaitan dengan zero yang menyebabkan H (s)
bernilai 0, dan akar-akar D akan berkaitan dengan
pole atau kutub yang menyebabkan H (s) bernilai
tak berhingga. Posisi titik-titik pole dan zero pada
bidang s akan sangat berperan pada funsi pindah
filter yang bersangkutan.

Dalam merancang suatu filter, yang
perpenting adalah mengetahui posisi titik-titik pole
dan zero filter yang bersangkutan pada kawasan
frekuensi kompleks atau pada bidang s. Sumbu
vertical (sumbu kompleks) pada bidang s
mempunyai arti yang sangat penting. Sumbu

tersebut merupakan sumbu frekuensi, sehingga
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tanggapan frekuensi (amplitudo dan fase) akan
dievaluasi pada titik-tittk di sepanjang sumbu
tersebut. Sumbu kompleks ini juga akan membatasi
posisi pole yang menghasilkan filter yang stabil dan
yang tidak stabil. Pole yang terletak di sebelah kiri
sumbu kompleks akan menghasilkan filter yang
stabil, sedang di sebelah kanan sumbu kompleks
akan menghasilkan filter yang tidak stabil. Titik-titik
zero akan selalu berhubungan dengan stabilitas,
sehingga posisinya pada bidang s dapat di
sebarang tempat, tanpa menimbulkan
ketidakstabilan.

6. 4. 3. Tanggapan amplitudo dan tanggapan
fase

Tanggapan amplitudo dan fase suatu filter dapat
ditentukan (secara grafis) bila posisi titik-titik pole
dan zero fungsi pindah filter yang bersangkutan
diketahui. Gambar 6.1 menunjukkan posisi titik
pole dan zero tersebut dalam bidang s. Untuk
filter yang stabil, posisi pole harus di sebelah kiri

sumbu imaginer, sedang posisi zero dapat di
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sebarang tempat. Andaikan fungsi pindah filter
yang bersangkutan adalah:

H(S)= Ab(S—ZO)(S—Zl) ’
(5_ po)(s_ pl)(s_ pz)

maka H(jw) dapat dituliskan sebagai:

Alio-2)(jo-1)

H(jo) =
U= o= p) o= p)(io—py)

Masing-masing faktor jo-z; atau jo—p;
berhubungan dengan vektor dari titik zero atau
pole ke sebarang titik jo pada sumbu imaginer.
Vektor-vektor tersebut dapat dinyatakan dalam
bentuk polar:

jo—z,=N,e" dan jo-p,=M, e
sehingga H (jw) pada persamaan (6.32) dapat
ditulis menjadi:

H(jo) = 2o T
MOMlMZ

e (@0t —0,—60,-6,)
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Gambar 6.1. Analisis pole-zero pada

perancangan filter.

Secara umum, berdasar gambar 6.1 dan
persamaan (6.34), tanggapan amplitudo dapat

dituliskan sebagai:

T TIN:| _ Perkalian panjang vektor dari zero ke sumbu je
[IIM,| Perkalian panjang vektor dari pole ke sumbu jo

M (@) =

dan tanggapan fasenya adalah:
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¢(@) =6, —> ¢, = Jumlahan sudut vektor dari zero ke sumbu jo
— jumlahan sudut vektor dari pole ke sumbu jo

Yang perlu diperhatikan dalam perancangan filter
ini adalah:

a. Posisi pole di sepanjang sumbu imaginer
dan di daerah sebelah kanannya akan
menghasil filter yang tidak stabil.

b. Posisi pole dekat dengan sumbu imaginer
(sebelah kirinya) akan memberikan efek
tunning pada frekuensi tertentu

c. Posisi zero dekat dengan sumbu imaginer
akan memberikan efek penekanan

(meredam) pada frekuensi tertentu.

6. 4. 4. Transformasi Laplace vs transformasi z
Transformasi z dan transformasi Laplace

mempunyai hubungan yang spesifik. Transformasi
z suatu fungsi digital f (k) adalah F(z) =3 f(k) z*.

Sedang transformasi Laplace suatu fungsi f (t)
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adalah F(s) = I f(t) e*dt. Jadi antara transformasi

z dan transformasi Laplace ada hubungan
transformasi:

z=¢
dengan bidang —bidang z dan s adalah bidang
kompleks.
Transformasi dari s ke z (atau sebaliknya) akan
menghasilkan hal-hal sebagai berikut:

a. Sumbu imaginer pada bidang s akan
ditransformasikan menjadi lingkaran
kesatuan C; (lingkaran dengan jejari 1 atau |
z | =1) pada bidang z.

b. Bagian kanan bidang s (Re (s) > 0) akan
ditransformasikan menjadi bidang di dalam
lingkaran kesatuan C; pada bidang z.

c. Bagian kiri bidang s (Re (s) < 0)
ditransformasikan menjadi bidang di luar
lingkaran kesatuan C; pada bidang z.
Karena teori filter (terutama filter frekuensi)

sudah berkembang dalam bidang s, maka dengan

menggunakan transformasi (6.37) di atas kita dapat

144



merancang filter dalam bidang z (filter digital)
berdasar filter-filter yang telah ada pada kawasan s.
Sifat filter ditentukan oleh posisi pole dan zero pada
fungsi pindahnya di kawasan s. Demikian juga filter
di kawasan z, akan ditentukan oleh posisi pole dan
zeronya. Filter di kawasan s akan stabil bila posisi
pole nya ada disebelah kiri sumbu imaginernya,
yang dalam kawasan z harus berada di luar
lingkaran kesatuan C;.

6. 5. Perancangan filter dengan metode grafis
dalam kawasan z
6. 5.1. Metode grafis dalam kawasan z.

Seperti halnya perancangan filter pada
kawasan s maka tanggapan amplitudo dan
tanggapan fase pada kawasan z juga dapat
ditentukan secara grafis berdasarkan letak titik-titik
pole dan zeronya. Kalau pada kawasan s kedua
response tersebut dievaluasi di sepanjang sumbu
imaginernya (sumbu fekuensi), maka pada
kawasan z kedua respons dievaluasi di sepanjang

lingkaran kesatuan C; (gambar 6.2). Pada
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lingkaran kesatuan ini frekuensinya terbagi secara
linier dari 0 sampai frekuensi Nyquistnya Fy, yang
besarnya:

__1
N 26t
dengan o't adalah waktu cuplik fungsi digital yang
bersangkutan. Jadi titk z = 1 + j 0 akan sesuai
dengan frekuensi O dan titk z = -1 + j O akan
sesuai dengan frekuensi Fy. Ini sesuai dengan
konsep transformasi Fourier digital yang syaratnya
antara lain fungsi harus band limited (mempunyai

frkuensi terbatas, yang dalam hal ini adalah Fy).

Bidang z

Pl X

o

Gambar 6.2. Analisis pole-zero pada filter kawasan

z
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Berdasar gambar 6.2, maka tanggapan amplitudo
filter yangbersangkutan adalah

T 1IN, _ Perkalian pajang vektor dari zero ke C,

M(f) = = . . .
H M, Perkalian panjang vektor dari pole ke C,

dan tanggapan fasenya adalah:

#(f)=>_6, — > ¢ =Jumlahan sudut vektor dari zero ke C,
— Jumlahan sudut vektor dari pole ke C,

Jadi filter-filter yang sudah dikembangkan
dalam kawasan s akan dengan mudah
ditransformasikan kekawasan z. Filter-filter tersebut
antara lain adalah filter-filter frekuensi (lowpass,
highpass, bandpass, notch, tunned) yang banyak
dikembangkan oleh Butterforth, Chefbysef, dan
sebagainya.

6. 5. 2. Filter penghilang komponen arus searah

Untuk menghilangkan komponen arus searah
(DC) atau komponen dengan frekuensi 0, maka

maka harus ada zero pada lingkaran kesatuan Cy,

147



yang berhubungan dengan frekuensi 0, yaitu di titik
z=1+ jO (gambar 6. 3a).

Jadi filter penghilang arus searah pada dasarnya
akan berbentuk F(z) =1-z. Tanggapan amplitudo
adalah panjang vektor dari zero ke lingkaran
kesatuan C;, yang nilainya mulai 0 kemudian
membesar secara perlahan dengan bertambahnya
frekuensi, dan nilainya akan sama dengan 2
(maksimum) bila frekuensinya sama dengan Fy
(gambar 6.3 b).

Im Ampl
Bidang z

Re
\/ frek

Gambar 6. 3. a. Posisi zero pada bidang z untuk

2

filte penghilang arus searah, dan b. tanggapan

amplitudo filter yan bersangkutan
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Kalau diperhatikan tanggapan amplitudonya, maka
filter akan benar-benar menghilang- kan komponen
berfrekuensi 0. Akan tetapi juga mempunyai efek
negatif yang tidak diinginkan, vyaitu adanya
pengurangan amplitudo yang cukup signifikan
terutama di daerah frekuensi rendah.

Untuk mengurangi efek pengurangan
amplitudo yang range (jangkau) frekuensi- nya
cukup lebar ini kita dapat menambahkan sebuah
pole di dekat titik zero yang ada, di luar linkaran
kesatuan C; (berhubungan dengan stabilitas filter).
Andaikan tittk pole tersebut adalah titik

z=1.01+ jO, maka bentuk filter menjadi:

Py o7 _09%01(-2)
101-z 1-0.9901z

Tanggapan amplitudo filter ini akan jauh lebih
baik dari pada tanggapan amplitudo filter tanpa titik
pole. Karena posisi zero dan pole yang sangat
dekat maka bila frekuensinya bergeser sedikit saja
dari 0, tanggapan amplitudonya akan mendatar
mendekati 1 (panjang vektor dari zero ke C; hampir

sama dengan panjang vektor dari pole ke C,).
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Posisi pole dan zero pada filter penghilang arus
searah (yang hampir ideal) dan tanggapan
amplitudonya dapat dilihat pada gambar 6.4.
Tanggapan amplitudo filter penghilang arus searah
ini hampir datar (flat) untuk semua frekuensi.

a. b.
Im Ampl
Bidang z

Gambar 6.4. a. Posisi zero dan pole pada bidang

1.0

frek

z untuk filter penghilang arus searah, dan b.

tanggapan amplitudo filter yang bersangkutan

6. 5. 2. Notch filter

Notch filter adalah filter untuk menghilangkan
komponen frekuensi tertentu yang tidak
dikehendaki kemunculannya (noise). Sebagai

contoh adalah frekuensi sinyal yang dipancarkan
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oleh jaringan listrik (PLN), yang besarnya adalah
50 Hz.

Andaikan kita ingin menekan gangguan
(noise) dengan frekuensi 50 Hz, yang masuk dalam
suatu system pengukuran yang outputnya berupa
sinyal digital dengan waktu sampling 1 millisekon
(frekuensi sampling 1000 Hz). Titik-titik pada
lingkaran kesatuan C; dalam bidang z yang
berhubungan dengan frekuensi 50 Hz adalah titik-
titik yang membuat sudut:

Q:Exlso0 =£><180O =18°

\ 500
Pole atau zero yang kompleks akan selalu
berpasangan dengan conjugatenya, sehingga titik
yang berhubungan dengan frekuensi 50 Hz ada
sepasang yaitu yang membentuk sudut Q = +/— 18°
pada lingkaran kesatuan C;. Kalau dihitung
koordinat titik-titik tersebut adalah:

z =0.9510 + j 0.3090

dan z =0.9010 — j 0.3090
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Karena filter harus berespon O pada frekuensi
tersebut, maka filter harus mempunyai zero pada
titik-titik tersebut di atas. Untuk memperbaiki respon
frekuensi (amplitudo) nya, maka filter harus
mempunyai pole-pole yang sangat dekat dengan
kedua zero tersebut yang terletak di luar lingkaran
kesatuan C; (lihat gambar 6.5). Misalkan letak titik-
titik pole tersebut adalah:
z=0.9605 + j 0.3121

dan z=0.9605 + j 0.3121

a. b.

Gambar 6.5. a. Titik-titik pole dan zero pada Notch

filter, b. Respon notch filter tanpa pole, dan c.
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Respon notch filter dengan pole dan zero yang

berdekatan.

Berdasar posisi titik-titik pole dan zero tersebut,
bentuk notch filter dalam kawasan z dapat
dituliskan sebagai:

_ (0.9510 + j 0.3090 — z) (0.9510 — j 0.3090 — 7)
(0.9605 + j 0.3121—z) (0.9605 — j 0.3121— z)

F(2)

atau

~ 0.3090% +(0.9510—z)?  0.9999 —1.9020 7 + 72
0.31212+(0.9605—27)°  1.0199 —1.9210 7+ 2°

F(2)

0.9804 (1-1.9022 z +1.0001 z°%)

atau F(z) = >
1-1.8835 z +0.9805 z

6.6 Filter rekursi

Filter-filter frekuensi dalam kawasan z, yang
umumnya merupakan fungsi rasional dalam z
dapat diselesaikan  komputer digital dengan

menggunakan algoritma rekursi.
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Dengan algoritma rekursi ini perhitungan akan
dapat diselesaikan lebih cepat dari pada
perhitungan dengan algoritma konvulusi, karena
dalam algoritma rekursi, output pada suatu saat
ditentukan dari output-output pada saat
sebelumnya, tidak seperti pada algoritma
konvolusi, yang setiap outputnya harus selalu

diulang dari input awalnya.

Algoritma rekursi atau filter rekursi dapat
dijelaskan sebagai berikut. Andaikan kita
mempunyai suatu filter yang berbentuk fungsi

rasional dalam z:

Maka untuk setiap input X (z) akan memberikan

output:

Y(2) = F(2) xa>=% X (2)

Persamaan (6.49) dapat dituliskan menjadi:
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Y(2) + (o, +b,2) 2Y(2) = (8, + 8, 2) X(2)

atau:

Y(2) = (8 +a2) X(z) - (b+b,2) 2Y(2)

Persamaan (6.51) dapat diterjemahkan dalam
kalimat: Output akan sama dengan input
dikonvolusikan dengan deret diskrit (ap , ai)
dikurangi dengan konvolusi antara output yang
diperlambat 1 interval waktucuplik (z) dengan
deret diskrit (b1 , by). Diagram alir algoritma

rekursi dapat dilihat pada gambar 6

Input X (z) —* Konvolusi + X Output ¥ (=)
doTd Z y

Konvolusi Operator
by + by = Pelambatan =

Gambar 6. Diagram alir algoritma rekursi
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Algoritma rekursi ini dapat direalisir dengan
menggunakan komputer  dengan suatu

persamaan yang sederhana, yaitu:
Yo =8 X, +a X, — (bl Yot bz yn—z)
Persamaan rekursi untuk filter-filter rasional
kemudian dapat dituliskan menjadi bentuk yang
lebih umum, yaitu:

N M
Yo = Zai Xni — ij yn—j
j=1

i=0

Perlu selalu diingat bahwa dalam menggunakan
algoritma rekursi ini nilai bo harus sama dengan
1. Nilai by akan selalu dapat dibuat sama dengan
satu dengan membagi nominator dan
denominator filter rasional yang bersangkutan

dengan bp (sudah tentu kalau by tidak = 0)

6.7 Filter invers (dekonvolusi)
Apabila pada suatu sistem fisis dikenakan
input x (t), maka outputnya y (t) adalah konvolusi
antara input tersebut dengan tanggapan impuls

(impulse response) sistem ybs h (t). Dengan kata
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lain outputnya adalah konvolusi antara input
dengan sistem.

Untuk keperluan tertentu kadang-kadang
diperlukan filter yang mengembalikan output sistem
fisis tersebut menjadi inputnya semula. Gambar 7
menjelaskan filter yang dimaksud, apabila inputnya
adalah sebuah impuls (untuk mudahnya)

Input & (¢ t . s h (¢ Qutput &
nput & (1) Sistem Fisis angg. impu (1) Filter utput & (1)

Gambar 7. Filter yang mengembalikan output

menjadi input suatu sistem

Filter tersebut, karena mengembalikan output
menjadi input dinamakan filter invers. Dan karena
filter tersebut menghilangkan efek konvolusi oleh

sistem disebut filter dekonvolusi.
Filter invers dalam kawasan z adalah sangat

sederhana. Berdasar gambar 7 maka input yang

bekerja pada filter adalah H (z), dan outputnya
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adalah Y (z) = 1 (impuls), sehingga tanggapan
filternya adalah:
1

F(Z) :m

yang sesuai dengan namanya Vyaitu filter invers
atau filter dekonvolusi.

Contoh penggunaan filter invers ini banyak
dijumpai di dalam eksplorasi seismik dalam
mencari minyak bumi. Seperti diketahui bahwa
suatu jejak seismik (seismogram) dalam metode
seismik pantul merupakan konvolusi antara sebuah
wavelet dengan deretan koefisien refleksi bidang-
bidang batas antar batuan di bawah permukaan
bumi. Yang dimaksud dengan wavelet di sini
adalah gelombang kecil yang merupakan
tanggapan (respons) bumi terhadap input yang
berupa impuls, misalnya ledakan dinamit. Apabila
wavelet ini cukup panjang dan jarak antar koeffisien
refleksi cukup dekat, maka hasil konvolusinya akan
berupa deretan banyak wavelet yang menumpuk

(overlap) satu sama lain. Ini akan mengakibatkan
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koeffisien refleksi yang berdekatan sukar dilihat.
Dengan menggunakan filter invers maka outputnya
akan berupa spike-spike (berupa impuls) deretan
koeffisien releksi yang terpisah dengan jelas. Jadi
filter invers berguna untuk meningkatkan daya
pisah pada kasus eksplorasi seismic pantul
(refleksi).
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7. APLIKASI FUNGSI PINDAH

7.1Seismometer
Seismometer berasal dari bahasa Yunani

(seismos: gempabumi dan metero: mengukur) yang
merupakan suatu alat atau sensor getaran yang
digunakan untuk mendeteksi gempabumi atau
getaran pada permukaan tanah. Hasil rekaman dari
alat ini disebut seismogram.
7.1.1 Jenis-jenis Seismometer
Adapun berbagai jenis seismometer adalah
sebagai berikut :
1. Seismometer long-period (periode panjang)
a. Mempunyai respon frekuensi yang sangat
rendah.
b. Mempunyai respon pada frekuensi 0,01 - 0,1
Hz (range periode 10-100 s).
2. Seismometer short-period (periode pendek)
a. Mempunyai respon frekuensi yang tinggi.
b. Mempunyai respon pada frekuensi 1 - 10 Hz
(range periode 0, 1 — 1 s).

3. Seismometer Broadband
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a. Mempunyai respon pada berbagai band
frekuensi.

b. Mempunyai respon frekuensi 0,01 — 50 Hz
(range periode 0,02 — 100 s).

7.1.2 Sistem Pada Seismometer

Seismometer merupakan suatu sistem yang
didefinisikan sebagai gabungan atau kombinasi
unsur-unsur  yang tersusun secara tertentu
sehingga input atau gangguan akan menghasilkan
respon atau output yang memiliki pengaruh
karakteristik dari sistem tersebut. Pada Gambar 3.1
adalah model sederhana dari sistem seismometer
yang memiliki input gerakan tanah dengan output
atau respon yang dihasilkan adalah berupa
rekaman seismogram yang karakteritik. Dengan
demikian output yang dihasilkan oleh seismometer
adalah rekaman seismomgram yang berbeda

dengan gerakan tanah yang sesungguhnya.
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Gerakan tanah . Seismogram
> Seismometer >

Gambar 7.1 Diagram model sederhana dari sistem
seismometer. Input pada sistem tersebut adalah siyal
gerakan tanah dengan outputnya vyaitu rekaman
seismogram.

Secara prinsip apabila input bekerja pada
suatu sistem, maka akan menghasilkan output
yang karakteristik, dengan demikian hubungan ini
dapat digunakan untuk mengungkap suatu karakter
dari sistem. Hubungan input-output yang umumnya
dipakai adalah apabila input nya berupa fungsi
impuls, maka output nya merupakan tanggapan
impuls. Dengan demikian input pada suatu sistem
sudah terdefinisi yaitu fungsi impuls, maka yang
dipakai untuk mewakili karakter suatu sistem
adalah tanggapan impulsnya. Akan tetapi suatu
seismometer merepresentasikan karakteristik dari
sistem tersebut adalah dengan nilai pole-zero
(secara jelas akan dijelaskan pada sub bab 3.2).
Dengan demikian apabila karakter pada sistem

seismometer dan output nya yang berupa rekaman
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seismogram telah diketahui, maka informasi
mengenai input atau gerakan tanah yang
sesungguhnya dapat diketahui.

Seismometer merupakan sebuah sistem yang
terdiri dari massa, pegas dan damping yang
diillustrasikan pada Gambar 3.2. Sebuah massa
akan dihubungkan oleh pegas dengan damping
dan sebuah frame yang bergerak relatif terhadap
tanah. Sebuah massa yang bergerak relatif
terhadap frame dengan perpindahan dari massa
x.(t), kecepatan %.(t), dan ix.(t) merupakan
percepatan terhadap frame, sedangkan posisi
massa yang bergerak relatif terhadap sistem inersia
akan dinotasikan dengan u,(t). Gerakan massa
tersebut dipengaruhi oleh jumlah dari semua gaya
yang bekerja pada sistem tersebut.

- Gaya Inersia pada massa : gaya inersia pada
massa berbanding lurus dengan percepatan dari

massa m, dengan arah yang berlawanan dari

gerakan tanah yang dirumuskan oleh

persamaaan
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f,=—mii. (7.1)
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Gambar 7.2 Sistem pada seismometer

- Gaya Pegas : Gaya yang diberikan oleh
pegas pada saat massa bergerak dari posisi
diamnya x;. Gaya pegas f: berbanding lurus
dengan jarak dari  perpindahan  posisi
X=X, — Xp, yang diukur didalam acuan frame x

yang terpasang pada seismometer tersebut.
Karena gaya pegas berlawanan arah dengan

perpindahan x,, maka dapat dituliskan pada

persamaan

fo, = —kx,(t). (7.2)

- Gaya peredam (Damping) : Gaya gesekan fr

juga bekerja pada massa, yang sebanding dengan
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kecepatan x,,dari massa yang bergerak relatif

terhadap peredam tersebut yang dituliskan dengan

persamaan

fr=—Di(t). (7.3)

Dalam kesetimbangannya, jika jumlah
semua gaya yang bekerja pada seismometer
adalah nol, maka dapat ditulis dengan persamaan

—mii(t) — Dx,,(t) — kx,. = 0. (7.4)
Berdasarkan Gambar 3.2 dapat diketahui bahwa
un, (t) = u,(t) + x,(t) sehingga dapat dituliskan
menjadi

—m (i, (t) + £,,(t) ) = Di,p (1) —kx, () = 0, (7:5)
karena i,(t)=4x, (t) dan %,(t)=x.(t), maka

persamaan diatas jika ditulis dalam x, adalah
mi, (t) + Dx,.(t) — kx,.(t) = —mii (), (7.6)

dengan membagi m, dapat diperoleh persamaan

untuk seismometer:

: D ko :
() + 1, (0) =~ x, () = —t, o), (7.7)
atau dapat dituliskan dengan
i+ 26k, (£) + wolx, = —it,, (t). (7.8)
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Nilai w; diperoleh dari w; =£, sedangkan
2e =~ atau 2Zhw,, dengan nilai h dapat diperoleh

darih = =,

']

Dengan: m = massa,
k = konstanta pegas,
D = koefisien gesekan,
h = konstanta damping,
£ = faktor damping,
wy =frekuensi natural.

1.1.1 Respon Frekuensi

Informasi yang paling penting untuk
mengetahui karakter pada suatu sistem adalah
bagaimana tanggapan (respon) sistem tersebut
terhadap sinyal input. Untuk mengetahui respon
atau karakteristik sebuah seismometer dapat
dianalisis dengan hubungan input dan output dalam
kawasan  frekuensi dengan menggunakan
transformasi Fourier (Havskov, 2002). Suatu
transformasi fourier dinyatakan pada persamaan :

X(f) = f x(t)e 27t dt, (7.9)

dengan : X(f) adalah fungsi dalam kawasan
frekuensi,
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x(t) adalah fungsi dalam kawasan waktu,
f  adalah frekuensi dalam Hz,

t  adalah waktu dalam sekon.
Apabila menggunakan frekuensi sudut e

dalam (rad/sec) maka, hubungan antara @ dan f,
X(w) dan X(f) menurut Press, dkk (2002) adalah

w = 2uf,

X(w) = [X(F)lf=wsen. (7.10)

Sehingga persamaan (3.9) dapat dituliskan
menjadi _

X(w) = j x(t)e 7tdt, (7.11)
dan invers transformasinya adalah

x(t) = %I_WXUM} elwt oy (712)

Apabila suatu input gerakan tanah merupakan
sinyal harmonik u,(t) = 4;e/“* dan percepatan
tanah dari sinyal tersebut adalah
U,(t) = —w?4,/“*, maka persamaan diferensiasi
dari seismometer (3.8) dapat dituliskan menjadi

%,.(t) + 22k, (t) + wpx,(t) = w?A,6%(7.13)
atau dapat diselesaikan dalam bentuk

x, = Apelt,

X, = jewdgel™t,
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X, = —w Agel®t, (7.14)
Dengan demikian persamaan (3.14) disubtitusikan
pada persamaan (3.13), maka diperoleh

—w? Ay + 2gjwdy + wid, = w®A,;. (7.15)

Persamaan (3.15) tersebut jika dituliskan dalam

bentuk j—” adalah sebagai berikut

L

A . : 7.1
=0 ':f . =T(jw), (7.16)
4 wij—w + 2w

T(jw) merupakan fungsi respon frekuensi dari

seismometer. Sehingga fungsi respon frekuensi
didefinisikan sebagai perbandingan transformasi
Fourier dari sinyal output terhadap transformasi
Fourier sinyal input.

T(iw) = ;(;;]j (7.17)

dengan:

T(jw) = Fungsi respon frekuensi ,

Y{jw) = Transformasi fourier sinyal output,
X (jw) = Transformasi fourier sinyal input,
j = bilangan imaginer,

w = frequensi sudut (rad/sec).
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1.1.2 Fungsi Pindah

Fungsi pindah secara umum didefinisikan
sebagai representasi matematika dari hubungan
input dan output pada suatu sistem. Fungsi pindah
dapat dinyatakan dalam respon frekuensi yang
merupakan respon fase dan amplitudo terhadap
frekuensi. Dengan demikian fungsi pindah dapat
mengungkap karakter suatu sistem. Fungsi respon
frekuensi berkaitan erat dengan konsep fungsi
pindah, untuk membuktikan keterkaitan konsep
tersebut Bormann (2002) menyelesaikan persaman
seismometer dengan menggunakan transformasi
Laplace dari suatu fungsi waktu f(t) didefinisikan
sebagai berikut:

- (7.18)

f(s) = ff(rje‘f*dr.
Dengan variat;; frekuensi kompleks s = o +j,
maka pada persamaan seismometer (7.8)
i+ 2e%, () + wylx, = —il,, (t) menjadi

r

(2%,(s) + 2esX,.(s) + wiX,(s)) = —s°U,(s), (7.19)
atau dapat dituliskan menjadi
(s + 2ews + w3 )X, (s) = —s7U, (s), (7.20)
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sehingga fungsi pindah dari persamaan
seismometer (3.8) adalah:
X (s) —s°

U_(s) TS+ 2es+ wl’

Fungsi pindah merupakan informasi yang
sangat penting dalam pemrosesan sinyal, dengan
mengetahui  fungsi pindah maka  dapat
mengungkap karakter dari suatu sistem, dengan
demikian akan diperoleh informasi gerakan tanah

yang sesungguhnya.

7.2 Pole Dan Zero
Sebuah sistem fisis seismometer

merepresentasikan suatu tanggapan atau response
impuls nya dalam bentuk pole-zero. Dengan
menggunakan Parameter (pole zero) tersebut
dapat ditransformasikan menjadi rancangan desain
fiter yang standar (dengan menggunakan
Transformasi Laplace atau Transformasi 2Z),
dengan demikian karakteristik filter dari sistem
seismometer dapat dapat diketahui. Apabila suatu

filter pada seismometer sudah diketahui, maka
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informasi  mengenai  gerakan tanah yang
sebenarnya atau input sinyal semula dapat
ditentukan dengan melakukan invers terhadap filter
yang telah dirancang.

Pole-zero adalah representasi grafis dari
suatu fungsi transfer rasional dalam bidang
kompleks yang dapat membantu  untuk
menyampaikan respon atau karakter dari suatu
sistem. Pole adalah nilai (variabel Laplace di
kawasan s) akar persamaan dari penyebut transfer
function yang dapat menyebabkan nilai fungsi
transfer tak hingga. Sedangkan zero merupakan
akar persamaan dari pembilang transfer function
sistem yang menyebabkan nilai fungsi transfer
menjadi nol (Bormann, 2002).

Parameter nilai poles dari  sebuah
seismometer dapat ditentukan dengan mencari
akar p,dan p, dari persamaan kuadratnya. Suatu
persamaan respon seismoter didefinisikan sebagai

T(w) = — c::‘ . (7.22)
wy — w* + jlew
jika dituliskan menjadi bentuk persamaan kuadrat,
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w; +j2ew + w? =0, (7.23)

Sehingga diperoleh nilai akar-akar dari persamaan
(3.16)

- o
Py, = —£L (&8 —awy,

N

—
= —hwy £ wyh* —1

=— (h +h? — 1)-1:[,. (7.24)

7.3 Filter
Filter merupakan suatu perangkat untuk

menghilangkan atau mengurangi gangguan sinyal
noise yang tidak diinginkan yang menyertai suatu
sinyal utama. Filter yang berwujud perangkat keras
pada dasarnya adalah suatu sistem fisis, yaitu
gabungan atau kombinasi unsur-unsur yang
tersusun secara tertentu sehingga suatu input akan
menghasilkan  respon  atau  output yang
karakteristik. Pada umumnya sistem fisis dapat
dinyatakan = dengan  tanggapan  impulsnya,
sehingga suatu filter dapat dinyatakan dengan
tanggapan impulsnya.

Hubungan antara output, input, dan

tanggapan impuls sistem yang melalui operasi
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perkalian yang sederhana dapat digunakan untuk
analisis perancangan filter-filter digital, mengingat
filter-filter  tersebut  merupakan  perwujudan
(manifestasi) dari sistem-sistem fisis. Dalam
perancangan filter, yang terpenting adalah
bagaimana mendapatkan tanggapan impuls t(t)

filter yang bersangkutan.

1.1.3 Perancangan Filter Dalam Kawasan S

Hubungan antara output v(t), input x(t) dan
tanggapan impuls t(t) dalam suatu sistem fisis
adalah :

y(t) = x(t) = t(t), (7.25)
sehingga dalam kawasan s atau frekuensi
kompleks persamaan (3.25) dapat dituliskan
menjadi

Y(s) = X(s) T(s). (7.26)

Hubungan antara output, input dan
tanggapan impuls dalam kawasan s dapat
digunakan untuk analisis perancangan filter digital,
mengingat filter-filter tersebut adalah representasi

dari karakteristik sistem fisis. Dalam perancangan
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filter, yang terpenting adalah tanggapan impuls filter
yang bersangkutan. Apabila input dan output
diketahui maka tanggapan impuls filter dalam
kawasan s menurut persamaan (7.26) adalah

Y(s) (7.27)
X(s)
Dengan demikian fungsi pindah pada

T(s) =

persamaan (3.27) berupa fungsi rasional yang
terdiri dari pembilang (nominator, N) dan penyebut
(denominator, D), akar-akar N akan berkaitan
dengan zero dan akar-akar D akan berkaitan
dengan pole. Sehingga dalam merancang suatu
filter, yang terpenting adalah mengetahui titik-titik
pole dan zero filter yang bersangkutan pada
kawasan frekuensi kompleks atau pada bidang s.
Sumbu vertikal pada bidang s merupakan sumbu
frekuensi mempunyai arti yang sangat penting,
karena respon frekuensi (amplitudo dan fase) akan
dievaluasi pada titik-titik di sepanjang sumbu

tersebut.
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1.1.3.1 Respon Amplitudo dan Respon Fase
Respon amplitudo dan fase suatu filter dapat
ditentukan secara grafis apabila titik-titik pole dan
zero dari fungsi pindah filter yang bersangkutan
diketahui. Posisi pole dan zero dalam bidang s
ditunjukkan pada Gambar 7.4. Fungsi pindah filter
pada suatu seismometer apabila dinyatakan dalam
pole dan zero adalah sebagai berikut :
Ap(s —zp)(s—z,) (7.28)

T(s) =
R PR [y ey
maka fungsi respon frekuensinya H(jw) dapat

dituliskan sebagai:

T(jw) = — AuU'—"—"‘ _ zl}] (Jeo _ 31] (7.29)
e — po) Goo— py) o — p2)
Masing-masing jw — p; atau jw — z,

berhubungan dengan vektor dari titik pole atau zero
ke sembarang titik jeo pada sumbu imajiner. Vektor-
vektor tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk
sistem koordinat polar sebagai berikut

jw—z, = N.el% dan (7.30)

jow—p, = M el®i,
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Sehingga persamaan respon frekuensi (7.29) dapat
ditulis
NyN,

(7.31)
MyM, M,

E.:'.':En'l'g'_ —Ey =P~ @n)
¥

T(jw)=rc

Gambar 7.3 Analisis pole-zero pada perancangan filter

dengan :

Ny N,y = panjang vektor dari titik zero ke
sumbu jew,

M, M, M, = panjang vektor dari titik pole ke
sumbu jew,

85,8, = sudut vektor dari zero ke sumbu jw,
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Pgr @1, P2 = sudut vektor dari poleke sumbu jw.

Secara umum berdasar Gambar 7.3 dan
persamaan (3.31) tanggapan amplitudo dapat
dituliskan sebagai:

[T, | _ perkalian Ny N, (7.32)
[TIM,| perkalian MMM,
dan tanggapan fasenya adalah

0(w) =ZE=' _Z""l’ (7.33)

Hal yang perlu diperhatikan dalam perancangan

M(w)=

filter ini adalah posisi pole yang terletak di sebelah
kiri sumbu vertikal akan menghasilkan filter yang
stabil, sedang di sebelah kanan sumbu vertikal
akan menghasilkan filter yang tidak stabil
(Scherbaum, 1996).

1.1.4 Transformasi Z

Seperti pada  transformasi Laplace
Hubungan output, input dan suatu tanggapan
impuls dalam suatu sistem dapat dituliskan dalam

kawasan z dapat digunakan untuk melakukan
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analisis perancangan filter (Oppenheim, 1999).

Transformasi z didefinisikan dalam fungsi

- (7.34)
X(z)= Z x[n]z™™.

n——oa

Hubungan antara output y(t), input x(t), dan
tanggapan impuls T(t) suatu ystem fisis apabila
dalam kawasan z adalah:

Yiz) =X(z) T(z) (7.35)

Dengan demikian tanggapan impuls filter dalam
kawasan z,

T(z) = 22 (7.36)

(=)

Transformasi z dan transformasi Laplace
mempunyai hubungan transformasi

z= g ", (7.37)
Teori filter sudah berkembang dalam bidang s,
maka dengan menggunakan hubungan tranformasi
pada persamaan (7.34) dapat merancang filter
dalam kawasan z (filter digital) berdasar filter-filter
yang sudah ada pada kawasan s. Pada kawasan s
dan z Sifat filter ditentukan oleh posisi pole dan

zero pada fungsi pindahnya.
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1.1.4.1 Perancangan Filter Dalam Kawasan z

Dalam kawasan z suatu respon amplitudo
dan respon fase dapat ditentukan secara grafis
berdasarkan letak posisi pole dan zero. Apabila
dalam kawasan s kedua response tersebut
dievaluasi di sepanjang sumbu imaginer (sumbu
frekuensi), maka pada kawasan z dievaluasi di
sepanjang lingkaran kesatuan. Sehingga filter-filter
pada kawasan s dapat dengan mudah
ditransformasikan  kekawasan z dengan
menggunakan transformasi bilinear

Apabila fungsi pindah dalam sistem
perekaman direpresentasikan dengan pole dan
zero, maka akan lebih mudah untuk melakukan
pendekatan fungsi transfer diskrit T(z) dari T(s)
dengan melalui suatu prosedur pemetaan yang
disebut transformasi bilinear.
_£-1. 2 (7.38)

Z+1 At

dimana £ merupakan transformasi Z, dengan At

5

adalah interval waktu sampling.
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s-plane

Jjo

2.
i

-jo/2

Gambar 7.4 Pemetaan kawasan s menuju kawasan z

Berikut adalah tahap untuk melakukan pemetaan
dari kawasan s menuju kawasan z :
1. Sumbu imaginer pada bidang s akan
ditransformasikan menjadi lingkaran

kesatuan C,.

2. Bagian kanan pada kawasan s akan
dipetakan menjadi bagian luar unit lingkaran

satuan di kawasan =.

3. Bagian kiri pada kawasan s akan dipetakan
menjadi bagian dalam unit lingkaran satuan

di kawasan =z.
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1.1.5 Invers Filter

Spektrum sinyal yang berasal dari sumber
dan direkam oleh seismometer dengan sistem
perekamannya yang memiliki karakter spektrum
sinyal tertentu, maka akan menghasilkan rekaman
spektrum yang merupakan hasil konvoulusi dari
spektrum input dengan spektrum yang ada pada

sistem atau seismometer (Gambar 3.5).

Gerakan tanah . Seismogram
—— Seismometer

Source spectrum  x Recording system — Recorded spectrum

Gambar 7.5 Sistem perekaman sinyal gerakan

tanah pada seismometer

Dengan demikian untuk  memperoleh
spektrum sinyal yang berasal dari sumber aslinya
adalah dengan melakukan proses invers filter yang

diilustasikan pada Gambar 3.6 berikut.
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recorded spectrum * inverse filter —> source spectrum

log f log f log f

Gambar 76 Penerapan invers filter terhadap sinyal

rekaman

Metode untuk mengembalikan output dari
sistem fisis menjadi input semula dinamakan
dengan invers filter, atau disebut juga filter
dekonvolusi karena pada dasarnya filter ini dapat
menghilangkan efek konvolusi dari sistem tersebut.
Karena penerapan dekonvolusi dalam domain
waktu sama dengan pembagian spektral dalam
domain frekuensi, maka pembagian spektrum juga

sering disebut sebagai invers filter (Pesce, 2010).

7.4 Koreksi Instrumen
Koreksi instrumen merupakan sebuah metode

untuk menghilangkan efek dari karakteristik
instrumen dalam proses perekaman. Sebuah
seismometer memiliki respon terhadap transformasi

Laplace dalam bentuk (Haney, 2012)
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T(s) =G X Cx—ts TI2 Tizy(s =) (7.39)

=1 (5 —pe)
dengan:
G = Faktor Gain dalam C/m/s ,
C = Faktor normalisasi ,
Z; = Zero,
Py = Poles.

Pada penerapan metode koreksi instrumen hal
yang terpenting adalah merancang desain filter
digital yang menyerupai filter analog dari
persamaan (3.36). Untuk merancang desain filter
digital maka diperlukan transformasi bilinear yang
merupakan sebuah metode untuk transformasi dari
kawasan s (analog) menjadi kawasan z digital
(Scherbaum, 1996)

Dengan melakukan subtitusi persamaan
(3.38) ke persamaan (3.39) maka desain filter

digitalnya adalah:

M (Frixg—s) %

T (Z—1_ 2 ’
Hﬁ':l(m X E—P;—)

Tp(s)=G xC x

183



T, menunjukkan pendekatan digital untuk filter
analog dari persamaan (7.39). Sedangkan Press
dkk, 2004 merancang desain filter digital dengan
menggunakan poles dan zeros digital dengan
menggunakan persamaan:
[T_,(2-zat) (2-3) (7.41)
fai(2 - p8t) (2-3,)
faktor F(Z) diperoleh dari persamaan

F(z)=(z+ 1)W1, (7.42)

Ty(s) =6 =C = F(Z) =

Bentuk poles—zero digital diperoleh dari nilai pole
dan zero analog beserta interval  waktu

samplingnya yang dituliskan pada persamaan:

5 2+ zjAt (7.43)
T 2— zAr
dan
. 27T pit (7.44)
P =3 pAr

7.5Seismogram Sintetik
Seismogram sintetik merupakan rekaman

seismik buatan yang memerlukan input berupa

model bumi, keterangan solusi Centroid Moment
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Tensor (CMT) gempa dan lokasi stasiun observasi,
dan juga response file menurut tanggal di stasiun
observasi. Seismogram sintetik dapat dibuat
dengan menggunakan program GEMINI (Green's
function of the Earth by MINor Integration) yang
inputnya berupa model bumi yang simetris radial
dan isotrop transversal, dan solusi CMT gempa.
Solusi CMT dari gempa merupakan penggambaran
atas proses dinamik di hiposenter gempa yang
mengandung parameter elastik bumi secara
lengkap, yaitu meliputi kecepatan penjalaran
gelombang kompresi dan sekunder. Faktor kualitas
redaman dan rapat massa dari batuan penyusun
struktur bumi, untuk mensimulasikan seismogram
juga diperlukan informasi mengenai sumber
gempa vyaitu koordinat, waktu dan arah sesar di
pusat gempa dan energi yang dilepaskan gempa
(Santosa, 2004).

Untuk mencapai melakukan koreksi Instrumen

membutuhkan perangkat lunak yang digunakan
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meliputi Geopsy 2.7, MATLAB R2009a, dan
Microsoft Office 2010.

a. Pengolahan data sinyal rekaman
Pada tahapan ini dilakukan  proses
pemotongan sinyal untuk memperoleh waktu
terjadinya gempa. Setelah dilakukan tahap
pemotongan sinyal, langkah selanjutnya vyaitu
mengubah data sinyal rekaman dari format m.seed
menjadi data sinyal rekaman dalam formast ASCII.

b. Perancangan desain filter

Pada penerapan metode koreksi instrumen
ini dilakukan dengan menggunakan program
MATLAB. Hal yang terpenting pada koreksi
instrumen adalah merancang desain filter digital
dengan menggunakan respon pole dan zero yang
diberikan oleh seismometer. Parameter pole dan
zero dari seismometer merupakan respon pada
kawasan s, dengan demikian untuk merancang
desain filter digital diperlukan metode transformasi

bilinear untuk melakukan transformasi dari
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kawasan s (analog) menjadi kawasan z digital
(Scherbaum, 1996).

c. Invers filter

Setelah desain filter digital pada kawasan z
dirancang, langkah selanjutnya dalam metode
koreksi instrumen ini adalah dengan melakukan
invers filter dengan melakukan dekonvolusi dengan
metode pembagian spektrum terhadap data sinyal
rekaman dengan respon fiter yang telah dirancang,
dengan demikian akan diperoleh input semula atau

gerakan tanah yang sesungguhnya.

d. Perancangan Algoritma

Pada bagian ini akan dibahas mengenai
perancangan algoritma yang digunakan dalam
melakukan koreksi instrumen. untuk mengolah
keseluruhan proses, dimanfaatkan fungsi-fungsi
dalam software MATLAB versi 2009. Ada beberapa
tahap yang harus dilakukan untuk menerapkan
metode koreksi instrumen. Tahapan tersebut akan
dijelaskan pada bagian berikut ini

1. Pemrosesan data input
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Data input terlebih dahulu akan diubah
menjadi  bentuk vektor Dbaris. Fungsi
MATLAB vyang digunakan dapat ditulis

secara matematis:

rn = size (rawdata);
isflp = 0; % a flag which says if vector
was flipped
if (rn(2) == 1
rawdata =
isflp = 1;
else

)
rawdata';

dengan rawdata merupakan data inputnya.

2. Penentuan Interval Frekuensi Data
Untuk melakukan tahapan ini perlu
parameter sampling rate, serta low dan high
frequency cut off program yang dapat

digunakan adalah

dfo = samplrate/length (rawdata) ;
if ( fhi < (flo+(10*dfo)) )

error ('Frequency band not wide
enough, increase fhi or decrease flo')
else
end

dengan dfo : frekuensi interval data.
Fhi : high frekuensi cut off
Flo : low frekuensi cut off
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3. Pengecekan orde pada butterworth filter
Dengan menggunakan parameter
Butterworth filter order at low frequency
cutoff (ordl) dan Butterworth filter order at
high frequency cutoff (ordh )langkah
selanjutnya adalah melakukan pengecekan
pada masing-masing range dengan
menggunakan fungsi MATLAB sebagai
berikut

% check that the orders of the
Butterworth filters are acceptable
if ( ordh > 7 || ordh < 3 || ordl > 4
|'] ordl < 2 )

error ('Need lowpass orders from 2
to 4 and hipass orders from 3 to 7'")
else
end

4. Penerapan transformasi bilinear

Nilai pole dan zero yang diberikan oleh masing-
masing seismometer merupakan bentuk respon
parameter dalam kawasan s dengan demikian
untuk merancang desain filter digital perlu

dilakukan transformasi bilinear untuk mengubah
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nilai pole dan zero pada kawasan z. nilai pole dan
zero terlebih dahulu diubah dalam konversi rad/s,
bukan Hz yang dilakukan dengan menggunakan
fungsi MATLAB sebagai berikut

Zeros for the instrument (rad/s, not Hz)
zers = 2*pi*...

[ 1

Poles for the instrument (rad/s, not Hz)
pols = 2*pi*...
[ 1

Kemudian untuk menerapkan transformasi
Bilinear diperlukan parameter interval samplingnya
1

dt = dengan fungsi

orersampling xsampling rate

MATLAB nya adalah sebagai berikut

% get the sample time interval for the
oversampled data
dt = 1/ (ovrsampl*samplrate) ;

Persamaan yang digunakan untuk penerapan
transformasi bilinear adalah

. 21 zAt (4.2)
T2 zar

dan
.. 2t p At (4.3)
P =3 " pAr
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Dengan demikian Fungsi MATLAB yang digunakan
untuk menerapkan persamaan (4.2) dan (4.3)
adalah sebagai berikut:

Q

% apply the bilinear transform

Q

% compute digital zeros and multiplicative
factor used in digital response

zersdp = 1;

for ii=l:length(zers)

zersd (ii) = ((2/dt)+zers(ii))/ ((2/dt)-
zers (ii));
zersdp = zersdp* (((2/dt)-zers(ii)));

end

% compute digital poles and multiplicative
factor used in digital response
polsdp = 1;
for ii=1l:length (pols)

polsd(ii) = ((2/dt)+pols(ii))/ ((2/dt)-
pols(ii));

polsdp = polsdp* (((2/dt)-pols(ii)));
end

5. Respon butterworth Filter
Untuk menentukan respon filter butterworth adalah
dengan menentukan frekuensi Nyquist terlebih
dahulu dengan menggunakan fungsi MATLAB

sebagai berikut:

% get the nyquist frequency
fnyg = 1/(2*dt);
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kemudian menentukan frekuensi band dari filter

butterworth dengan menggunakan fungsi MATLAB:

% butterworth filters to limit frequency band
[bf af] = butter (ordh, (fhi/fnyq));
[bbf aaf] = butter (ordl, (flo/fnyqg), "high'");

Dengan demikian respon butterworthnya dapat
diperoleh dengan menggunakan fungsi sebagai
berikut:

o)

3 butterworth responses
hll freqz (bf,af,len2pl);
hhl freqz (bbf,aaf, len2pl)

6. Penerapan invers filter digital

Pada tahapan invers filter digital ini membutuhkan
parameter faktor Gain, dan faktor normalisasi
untuk merancang desain filter yang dirancang
dengan menggunakan persamaan

Tp(s)=G XC XF (4.4)
I-,(2 - zat) (z—-3)

k=12 — peat) (2-3,)
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Persamaan (4.4) selanjutnya diterapkan pada
fungsi MATLAB sebagai berikut

respd _inv =
digout*freqgz ( (polsdp/ (nfactr*zersdp) ) *poly
([polsdl), ...
poly([zersd]),len2pl);
respd inv = respd inv.*hll.*hhl;
respd inv = transpose (respd inv);
dengan digout merupakan faktor gain, sedangkan
nfactr merupakan faktor normalisasi yang diperoleh

dengan menggunakan fungsi MATLAB

nfactr =

1/abs (polyval (poly(zers),2*pi*digoutf*i) /poly
val (poly(pols), ...

2*pi*digoutf*i));

rancangan desain filter tersebut selanjutnya akan
digunakan untuk melakukan invers filter dengan
menggunakan dekonvolusi melalui pembagian
spektrum dengan menggunakan fungsi MATLAB

sebagai berikut:

% deconvolve by spectral division

dinf =

real (ifft(ifftshift (fftshift (fft(rawdata)) .*(
respd inv))));
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LISTING PROGRAM MATLAB
KOREKSI INSTRUMEN
(Dibuat oleh Mattew Haney Tahun 2012)

function prcdata =
rm_instrum resp (rawdata,badvals, samplrate,pol
S,zers, ...

flo,fhi,ordl, ordh,digout,digoutf, ovrsampl, ide
lay)

9990000000000 00000000000000000000000000000000

9900000000000 00000000000000000

% rm_instrum resp: remove instrument response
given poles and zeros with a
% causal inverse filter

o° o° oo

rawdata: vector of raw uncorrected
data in digital counts
% badvals: value of data during
telemetry drop or clip (e.g., -2731)
% samplrate: the sampling rate (Hz)
% pols: poles (radians/sec, not Hz)
$ zers: zeros (radians/sec, not Hz)
% flo and fhi: frequency range over which to
get instrument response (Hz)
% ordl Butterworth order at flo, the
low cutoff (between 2 and 4)
% ordh Butterworth order at fhi, the
high cutoff (between 3 and 7)
% digout: inverse gain (m/s/count)
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% digoutf: frequency of normalization
(Hz)

% ovrsampl: over-sampling factor for
digital filter accuracy (e.g., 5)
% idelay: intrinsic delay in the

acquisition sistem

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o

NOTES:

o® 00 o o° o° o o

1. A hanning taper is applied to both the
start and end of the

% raw seismogram prior to instrument
correction. The length of the taper is

% specified at line 93. It is the smaller of
the following two values: 10

% percent of the entire length of the data or
the longest period (1/flo)

desired.

o o oP

2. The time window of the data (the
recording length) must be at least
five times the longest period desired.

o o o o
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°

o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o
o° o

[

% check for bad data values, if these exist
the user is prompted to
% do something about them and try again
if (sum(rawdata == badvals) ~= 0)
error ('Bad data values exist in the data,
clean them up and try again')
else
end
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Q

% check that the frequency band is wide
enough
% the frequency interval of the data
dfo = samplrate/length (rawdata) ;
if ( fhi < (flo+(10*dfo)) )
error ('Frequency band not wide enough,
increase fhi or decrease flo')
else

end

% check that the recording length is at least
5 times the longest period

if ( length(rawdata)* (1/samplrate) < (5/flo)

)

error ('Lowest frequency too low, increase
flo or time window used')
else
end

% check that the orders of the Butterworth
filters are acceptable
if ( ordh > 7 || ordh < 3 || ordl > 4 || ordl
< 2)

error ('Need lowpass orders from 2 to 4
and hipass orders from 3 to 7'")
else
end
% see if the input vector is a row or a
column
% if it is a column, change it to a row, do
everything,

% then change it back to a column at the end
for output

rn = size(rawdata);

isflp = 0; % a flag which says if vector was
flipped

if (rn(2) == 1)

rawdata = rawdata';
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isflp = 1;
else
end
% nearest neighbor interpolate
rawdata =
interpl ([l:ovrsampl: (ovrsampl*length (rawdata)

V1,0

rawdata, [1: (ovrsampl*length (rawdata) )], "'neare
st', 'extrap');

% get the sample time interval for the
oversampled data

dt = 1/ (ovrsampl*samplrate) ;

% get the nyquist frequency
fnyg = 1/(2*dt);

% make a hanning taper and pad the data with
zeros equal to data length

% taper at most 10% of window at beginning
and end

flo = max([(1/(.1*length (rawdata) *dt)) flol);
% length of taper

tlen = round(0.5/(flo*dt))*2; % guarantees an

even number

tpr = [0 ; hanning(tlen-2); 0]°';
% the taper for the entire seismogram
tpr2 = [tpr(l:(tlen/2))

ones (1, (length(rawdata)-tlen))
tpr(((tlen/2)+1) :tlen)];
% pad the data

tpr3 = [ tpr2 zeros(l,length(rawdata)) 1;

% taper the raw data

rawdata = [ rawdata zeros(l,length(rawdata))
].*tpr3;
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[

% get the length of the oversampled and
tapered data
len = length (rawdata);

% apply the bilinear transform
% compute digital zeros and multiplicative
factor used in digital response
zersdp = 1;
for ii=l:length(zers)

zersd (ii) = ((2/dt)+zers(ii))/ ((2/dt) -
zers (ii));

zersdp = zersdp* (((2/dt)-zers(ii)));
end

% compute digital poles and multiplicative
factor used in digital response

polsdp = 1;
for ii=l:length(pols)
polsd(ii) = ((2/dt)+pols(ii))/ ((2/dt)-

pols (ii));
polsdp = polsdp* (((2/dt)-pols(ii))):;
end

% compute additional poles or zeros
if (length(pols) > length(zers))

for ii=(length(zers)+1l) :length (pols)
zersd (ii) = -1;
end
elseif (length(pols) < length(zers))
for ii=(length(pols)+1l) :length(zers)
polsd(ii) = -1;

end

else
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[

% same number of poles and zeros, SO no
additional
end

Q

% some shorthand variables for lengths
len2=len/2;

len2pl=len2+1;

% make the non-negative frequencies,
including nyquist

ws = 2*pi*[0: (len2)]1*(1/(len2))*(1/(2*dt));
% the normalizing factor

nfactr =

1/abs (polyval (poly (zers),2*pi*digoutf*i) /poly
val (poly(pols), ...

2*pi*digoutf*i));

% butterworth filters to limit frequency band
[bf af] = butter (ordh, (fhi/fnyq));
[bbf aaf] = butter (ordl, (flo/fnyqg), '"high');

% butterworth responses

hll = freqgz(bf,af,len2pl);

hhl = freqgz (bbf,aaf,len2pl);

% get filter impulse responses to check if
butterworth filters are stable

ytl = filter(bf,af, [l zeros(l,len-1)1);
yth filter (bbf,aaf, [1 zeros(l,len-1)]);
% get the locations of the maximum envelope
of the impulse responses

[mxal mx11] = max(abs(hilbert(ytl)));
[mxah mx1lh] = max(abs (hilbert (yth)));

)

% check if low pass butterworth filter is
stable
if (sum(isnan(ytl)) > 0 || (mxll/len) > 0.9 )
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error ('Low pass Butterworth filter is
unstable, decrease ordh')
else
end
% check if high pass butterworth filter is
stable
if (sum(isnan(yth)) > 0 || (mxlh/len) > 0.9 )
error ('High pass Butterworth filter is
unstable, decrease ordl')
else
end
% the inverse digital filter
respd inv =
digout*freqgz ((polsdp/ (nfactr*zersdp)) *poly ([p
olsdl]), ...
poly([zersd]),len2pl);
respd inv = respd inv.*hll.*hhl;
respd inv = transpose (respd inv);
% set the zero frequency to zero
respd inv(l) = 0;
% make it real
respd inv_full = [con] (respd inv(end:-1:2))
respd inv(l:(end-1))];
% make it causal
respd inv_full = real(respd inv_full) -
i*imag (hilbert (real (respd inv full)));
% deconvolve by spectral division
dlnf =
real (ifft(ifftshift (fftshift (fft(rawdata)) .* (
respd inv_full))));

% unpad
prcdata = dlnf(l:(len/2));

o\

apply the instrinsic delay
% 1f the instrinsic delay is not a multiple
of the sample rate, round up
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na = ceil((idelay*.001)/dt);
prcdata = [prcdata((na+l) :end)
prcdata(l:na)l;

% find out which toolboxes are available
vr = ver;

% collect the names in a cell array
[installedToolboxes{l:length(vr)}] =
deal (vr.Name) ;

% do toolboxes exist to account for
fractional part of intrinsic delay?

% for R2010a

requiredToolboxes = 'Filter Design Toolbox';
tfl =

all (ismember (requiredToolboxes,installedToolb
oxes) ) ;

% for R2011a

requiredToolboxes = 'DSP Sistem Toolbox';

tf2 =

all (ismember (requiredToolboxes, installedToolb
oxes) ) ;

% if toolboxes are available, apply the
fractional part of the delay

if (tfl == 1 | tf2 == 1)

Hd =
dfilt.farrowlinearfd(rem((idelay*.001),dt)/dt
)

prcdata = filter (Hd,prcdata);

prcdata = prcdata.*tpr2;
else

% do not account for fractional delay if
toolboxes aren't available
end
% decimate
prcdata = prcdata(l:ovrsampl:end);
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% 1f we were originally handed a column
vector, flip to give column back
if (isflp == 1)
prcdata = prcdata';
else
end
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LISTING PROGRAM MATLAB
VARIABEL INPUT KOREKSI INSTRUMEN
(Dibuat oleh Mattew Haney Tahun 2012)
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a script to remove

the instrument response for AVO

a DS-4A seismometer.

rm_instrum resp spcr

station SP,
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load the raw data

rawdata
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100

Low frequency cutoff

Sample rate
0.1

1.
samplrate
2.

o
°
o
°

N

flo

(Hz)
Butterworth filter order at low
(between 2 and 4)
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High frequency cutoff

0.8;

4.
frequency cutoff

3.
fhi
ordl = 2;

o
°
o
°



% 5. Butterworth filter order at high
frequency cutoff (between 3 and 7)
ordh = 5;

% 6. Bad data value (e.g., for telemetry
dropouts) - this doesn't
% work for NaN, so you have to change any
NaNs to this prior to
% applying these codes
badvals = (-27-31);
% 7. Zeros for the instrument (rad/s, not
Hz)
zers = 2*pix*...

[ O + 0i...

0 + 0i1;

% 8. Poles for the instrument (rad/s, not
Hz)
pols = 2*%pi*...
[ -4.396+4.4851

-4.396-4.4851

-251.2

-3201;
% 9. Inverse gain factor (m/s/count)
digout = 50*(107-6);
% 10. Frequency at which normalization of the
response occurs (Hz)
digoutf = 1;
% 11. Over-sampling rate for accurate
instrument response
ovrsampl = 5;

o\

12. Intrinsic delay of the sistem (ms)
% with anialias filter
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idelay = 0;
% Instrument correct

data =

rm_instrum resp (rawdata,badvals, samplrate,pol
S,Zers, ...

flo,fhi,ordl,ordh,digout,digoutf, ovrsampl, ide
lay);

Q

% make a figure with maximum screen extent

scrsz = get (0, 'ScreenSize');

figure ('Position', [1 scrsz(l) scrsz(3)
scrsz(4)])

fsize = 24;

plot ([0: (length (data) -
1)]*(1/samplrate),data* (1076))
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